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Forord

Teorikompendiet Junior ar en resurs anpassad for den svenska Astronomiolympiaden Juniors
finalvecka. Merparten av innehdllet &r baserat pa Astronomiolympiadens teorikompendium,
skapat ar 2025. Teorin som presenteras i kompendiet motsvarar de forelasningar som ges under
veckan och bor darfér anvandas som stod for den intresserade eleven. Problemen i kompendiet
ar utformade som férberedelse infér Astronomiolympiaden Juniors finaltavling och haller darfor
i manga fall hog niva. Denna utgadva har skapats specifikt for finalen ar 2026.

Om man vill anvanda teorikompendiet for undervisning eller i annan verksamhet ar det fritt fram
att gora sa men citera Astronomisk Ungdoms Elevforbund och Astronomiolympiaden nar ni goér
sd. Om ni har synpunkter eller vill fa upplysningar om kompendiets innehall sa kan ni kontakta
olympiaden direkt genom |astronomiolympiadenjunior@rymdelev.se.

Vi vill tacka Viktor Stubbfalt fér bilden i kompendiets framsida.
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Kapitel 1

Matematik

Matematik inom IOAA Junior

IOAA Junior innehaller uppgifter som kraver matematik. Har gar vi igenom grundlaggande idéer,
och du kan hoppa 6ver det som kanns fér enkelt. Vissa begrepp forklaras i fotnoter.

1 Algebra

| algebra byter man ofta ut tal mot bokstaver for att beskriva samband och I6sa problem mer
kompakt.

1.1 Ekvationer

Ekvationer, formler och funktioner bygger pd samma idé: att beskriva samband mellan storhe-
telﬂ | problemldsning far man ofta ett samband och ndgra givna varden, och ska rékna ut nagot
okant.

Anvandning av variabler

Text blir snabbt opraktisk vid berdkningar, s man anvander variabler och likheter. En likhet ar
en relation mellan tvé uttryck¥ med samma varde.
Om hunden har x ben och kycklingen y, och hunden har dubbelt sa manga ben, sa galler

x =2y.

Att beskriva problem med ekvationer ar ofta smidigare an med text. Man valjer en okand
storhet, skriver sambandet matematiskt och anvander samma operation i bada leden for att
bevara likheten. Om a = b, sa géller ocksda +2 =b + 2.

Exempel 1.1: SVT-problemet (stracka-hastighet-tid)
Sambandet mellan stracka, hastighet och tid ar
s=v-t.

Det visas ofta med SVT-triangeln i Figur[1.1]

TEn storhet &r ndgot man kan mita eller rékna, till exempel antal, langd eller massa.
2Ett uttryck r en matematisk beskrivning, till exempel 150 + 15 - 17 eller 2(x + 4).
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S

Stracka

V T

Hastighet Tid

Figur 1.1: SVT-triangeln som minnesbild fér sambandet mellan stracka (S), hastighet (v) och tid
(t). Dars=v-t.

Om du cyklar 30 km med hastigheten 12 km/h och tiden &r ¢, far vi

30 = 12¢.
Dividera bada leden med 12: 30
= _— =25h.
t B 5

Alltsa tar det 2 timmar och 30 minuter P

Begrepp

Variabel. Ett varde som kan vara okant eller andras, till exempel x i 100 + 20x.
Konstant. Ett fast varde, till exempel 100 och 20 100 + 20x.
Uttryck. En matematisk skrivning, till exempel 100 + 20x.
Numeriskt uttryck. Ett uttryck med bara tal, till exempel 100 4 20 - 3.
Algebraiskt uttryck. Ett uttryck med minst en variabel, till exempel 100 + 20x.
Koefficient. Talet framfor en variabel, till exempel 20 i 20x.
Term. En del av ett uttryck som skiljs med plus eller minus, till exempel 100 och 20x i 100 + 20x.
Likhet. Tva uttryck med samma varde, till exempel 100 + 20 - 3 = 160.
Ekvation. En likhet med variabler, till exempel 100 + 20x = 220.
Identitet. En likhet som galler for alla tilldtna varden, till exempel 2(x + 3) = 2x + 6.
Olikhet. Ett pastdende med <, >, < eller >, till exempel 100 + 20x < 200.
Linjar. Ett uttryck eller en ekvation dar variabeln bara ér upphojd till 1, till exempel 2x + 5.

Losningsmetoder

N&r man léser en ekvation gér man samma operation i bada leden tills variabeln blir ensam. Ofta
goér man sa har:

1. valj vilken variabel som ska I&ésas ut,
2. forenkla vid behov,
3. samla termer,

4. multiplicera eller dividera sa att variabeln blir ensam.

3Skrivningarna ab och 12b betyder samma sak som a - b respektive 12 - b.
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Exempel 1.2:

a:£ — ab=c¢c = sz
b a

a=bc = b=

ol

a=b—-—c = b=a+ec.
g:b—|—c — b=a—c.

Exempel 1.3: Tangentiell hastighet som en linjar ekvation

For stjarnor anvands ofta sambandet

v =474ud,
dar vy mats i km/s, u i "/yr och d i parsec.
a) Los ut 4.
d= 2t
T 474y
b) Los ut x.
W= 4yad

c) Rakneexempel. Om u = 0.50"/yr och d = 20 pc, sa ar
vy =4.74-0.50 - 20 = 47.4km/s.

Férenkling av uttryck

Att férenkla ett uttryck betyder att skriva om det utan att andra dess varde. Det ar inte samma
sak som att 16sa en ekvation.

Till exempel kan
A+2-2=A

eftersom +2 och —2 tar ut varandra.

Férenkling handlar om att skriva om ett uttryck till en mer praktisk form, till exempel genom
att samla termer, forkorta brak eller anvanda gemensam néamnare.

Vanliga satt att forenkla:

* rakna ihop tal,
* samla lika termer,
* forkorta brak,

* anvanda gemensam namnare.
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Exempel 1.4: Férenkla uttryck
2x +5x =7x, 3y —y =2y.
2x+34+4x —1=6x+2.

(X
3 ! 9 3°
x  x 3x  2x b5x
2737676 "6
x  3x  4x

it "

Forenkling ar inte |6sning, uttrycket nedan till exempel ar bara en omskrivning
X 4 3x = 4x
Dock sa har ekvationen nedan en |6sning, eftersom den innehaller en direkt likhet:

3x+9=29—x — 4x =20 — x=>5.

1.2 Distributiva, Associativa och Kommutativa lagen

Dessa raknelagar andrar inte vardet pa ett uttryck och ar bara metoder att forenkla.

Distributiva lagen
a(b+c)=ab+ac, a(b—c)=ab—ac.

At andra héllet:
ab+ac =a(b+c).

Exempel:
3(x+4)=21 = 3x+12=21 — 3x=9 — x=3.

Associativa lagen

For addition och multiplikation spelar gruppering ingen rollﬂ
(a+b)+c=a+(b+c), (ab)c = a(bc).
Kommutativa lagen
For addition och multiplikation spelar ordningen ingen rollﬂ
a+b=>b+a, ab = ba.

Till exempel:
7+x=x+7.

4Detta géller inte allmant fér subtraktion och division. Till exempel &r (10 —5) —2 = 3 men 10 — (5 —2) = 7, och
(12/6)/2 =1men 12/(6/2) = 4.
5Detta géller inte allmant fér subtraktion och division.
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1.3 Inversa operationer

Nar man léser ekvationer anvander man operationer som “angrar” varandra:

+ och —, - och /.
Exempel:
3x+5=17 — 3x=12 — x=4.
2:6 — x =24

Man far aldrig dividera med 0. Vissa operationer kraver ocksa forsiktighet, till exempel ger
x? = 9 tva 8sningar: x = 3 och x = —3[f|
1.4 Faktorisering
Faktorisering betyder att skriva om ett tal eller uttryck som en produkt av enklare faktorer. Det
anvands bland annat for att férkorta brak.
Primtalsfaktorisering

Alla heltal stérre an 1 kan skrivas som en produkt av primtal. Till exempel:
84=2.2.3-7=22.3.7.

Detta ar anvandbart nar man vill forenkla brak eller hitta gemensamma namnare.

Exempel 1.5: Primtalsfaktorisera 84
84/2 =42, 42/2 =21, 21/3=7 = 84=2-2-3-7.

Exempel 1.6: Férenkla ett brak med primtalsfaktorisering
84=2-2.3-7, 126 =2-3-3-7.

Da far vi

2

3

2:2:3-7
-~ 2-3-3-7
Faktorisering av variabeluttryck

Man kan ocksa bryta ut gemensamma faktorer ur uttryck med variabler:

2
) = WY yty)
y y

x4y =ylx+y —x+y, y#0

Potenser hjalper oss att se faktorer:

Till exempel:
B4t =22 (x+1).

Exempel 1.7: Faktorisera ett uttryck med variabler

Xy +xy* = xy(x +y).

6Rotutdragning ar “nastan” inversen till kvadrering. Mer om detta i avsnittet om exponenter.
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Exempel 1.8: Faktorisera ett uttryck med en gemensam variabel
5y +10 =5(y + 2).

1.5 Ekvationer med flera variabler

En ekvation med flera variabler racker ofta inte for att bestamma alla variabler. Till exempel har
féljande ekvationer oandligt med par av l6sningar (t ex (5,5))

x+y=10

Vad ar ett ekvationssystem?

Nar flera ekvationer ska galla samtidigt kallas det ett ekvationssystem. Till exempel:

x+y=10
x—y=2

Fér linjara ekvationssystem finns tre huvudfall:
1. exakt en I6sning,
2. ingen I6sning,

3. oandligt manga I6sningar.

Additionsmetoden

Man adderar eller subtraherar ekvationer led for led for att eliminera en variabel.

Exempel 1.9: En 16sning med additionsmetoden

2x+y =11
2x—y=1

Addera ekvationerna:
2x+y)+2x—y)=1141 = 4x=12 = x=3.

Satt in i forsta ekvationen:
2:3+y=11 = y=>5.

Alltsa ar 16sningen (x,y) = (3,5).
Exempel 1.10: Ingen I6sning med additionsmetoden

x+y=>5
x+y=38

0=3,

Subtraktion ger

vilket ar omajligt. Alltsa finns ingen Iésning[]

7 tavlingsproblem bér uppgiften normalt ha en I6sning. Om dina ekvationer inte gar ihop har du troligen gjort n&got
fel.
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Exempel 1.11: Odndligt manga lésningar med additionsmetoden

x+y=>5

2x+2y =10

0=0.

Subtraktion ger

Den andra ekvationen ger ingen ny information, sa systemet har oandligt manga Ibsningarﬁ

Substitutionsmetoden

Man |6ser ut en variabel ur en ekvation och satter in i den andra.

Exempel 1.12: En I6sning med substitutionsmetoden

x+y=10

x—y=2
Los ut x ur forsta ekvationen:

x=10—y.

Sattin i den andra:
(10-y)—y=2 = 10-2y=2 = y=4.
Da blir
x=10—4=6.

Alltsa ar 16sningen x = 6, y = 4.

Sammanfattning Algebra

* Algebra anvander bokstaver for okanda eller varierande storheter.
Variabler kan andras, konstanter ar fasta.

Uttryck ar en beskrivning medan ekvationer ger I6sningar.

Nar man Iéser en ekvation gér man samma operation i bada leden.

Detta bygger pa inversa operationer, till exempel addition och subtrak-
tion.

* Man behover ofta forst forenkla uttryck.
* Viktiga raknelagar ar den distributiva, associativa och kommutativa.

* Faktorisering anvands for att skriva om uttryck som produkter av enklare
faktorer.

* Ekvationer med flera variabler kréver ofta flera ekvationer, alltsa ett ekva-
tionssystem.

* Ekvationssystem kan ha en I6sning, ingen l6sning eller oandligt manga
[6sningar.
* Tva vanliga metoder ar additionsmetoden och substitutionsmetoden.

*
*
*
*

8Vi kan ocks3 se detta eftersom den andra ekvationen &r en direkt omskrivning av den férsta.
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2 Linjara funktioner

2.1 Vad ar en funktion egentligen?

| vardagligt sprak betyder funktion ofta ungefar uppgift eller roll. | matematik betyder det nagot
mer exakt.

Inom programmering kan en funktion ses som en maskin: man stoppar in ndgot och far ut
ett resultat. | matematiken ar en funktion en regel som till varje tilldtet invarde kopplar precis
ett utvarde. Samma indata maste alltsa alltid ge samma utdata. En funktion kan beskrivas med
en formel, tabell eller graf.

Ett bra satt att tanka ar som en funktionsmaskin: man matar in ett tal, funktionen gor sin
regel, och ett nytt tal kommer ut.

Ofta skriver man en funktion som y = f(x). Har ar x invardet och f(x) utvardet. Om

flx)=2x+1,
sa blir till exempel
f(3)=2-3+1=7.
2.2 Talplanet

TaIpIanetﬂanvénds for att visa alla mojliga talpar (x,y). Varje punkt motsvarar exakt ett sadant
par.

Den vagrata axeln &r x-axeln och den lodrata ar y-axeln. Punkten dar de skér varandra kallas
origo och har koordinaterna (0,0).

Punkten (2,3) betyder 2 steg at hoger och 3 steg upp. Punkten (—1,2) betyder 1 steg at vanster
och 2 steg upp.

Yn

. (23)

*3-2)

Figur 1.2: Talplanet. Varje punkt motsvarar ett vardepar (x,y).

9Talplanet kallas ocksa xy-planet eller det kartesiska planet.
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Talplanet ar viktigt eftersom ekvationer med tva variabler kan tolkas som alla punkter (x,y)
som uppfyller ekvationen. Till exempel beskriver

x+y=3

alla punkter dar summan blir 3. Dessa ligger pa en rat linje.

Graf till ekvationen x + y =3

— X+y=3

s 5 0 2 2
Figur 1.3: Linjen x + y = 3 ritad pa talplanet med hjalp av Python

2.3 Funktioner som linjer och skarningar av linjer

Nu tittar vi pa funktioner vars graf ar en rat linje. De ar vanliga nér en storhet férandras med
konstant takt.

Proportionalitet och linjara samband

Om en storhet 6kar lika mycket varje gdng en annan 6kar med ett visst steg, ar sambandet linjart.
Om du till exempel far 10 kronor per timme, sa 6kar I6nen med samma belopp for varje timme:

1—10, 2 — 20, 3 — 30.

Forandringen ar alltsa konstant.

Funktioner som linjer

En linjar funktion skrivs oftast
Yy =kx+m. (1.1
Har ar k och m konstanter, medan x och y ar variabler.
Lutningen k. Den anger hur mycket y andras nar x andras.
Startvardet m. Det ar funktionens varde nar x = 0, alltsa dar linjen skar y-axeln.
Om
y = 2x + 150,

sa 6kar y med 2 nar x 6kar med 1, och

y=150 nar x=0.
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Lutning som Ay/Ax

Lutningen kan ocksa skrivas

_ by
k= Ar (1.2)
Det betyder férandringen i y delat med férandringen i x.
Om man gér fran punkten (1,3) till punkten (3,7)} sa &r

o 4
Ax=3-1=2, Ay=7-3=4, sa att k:E:Z.

Skarning med y-axeln ar m
| formen y = kx + m ar m linjens skarning med y-axeln. Det ser man genom att satta x = 0:

y=k-0+m=m = m= f(0).

Enpunktsformein

Om man kanner en punkt (x1,y1) pa linjen och lutningen k, kan man skriva

y—y1 =k(x —x). (1.3)
Om en linje gdr genom (2,5) och har lutningen 3, far vi
y—5=23(x—2).

Skarning med axlarna

Skarning med y-axeln fas genom att satta x = 0.
Skarning med x-axeln fas genom att satta y = 0.
Om

y=2x+44,

s ar skarningen med y-axeln (0,4). For x-axeln satter viy = 0:
0=2x+4 = x=-2

Alltsa ar skarningen (—2,0).

Linjer som samband i uppgifter

Linjara funktioner later oss beskriva ett helt samband med en enda formel.
Om en bil kér med konstant hastighet v, sa géller s = vt Om bilen redan fran bérjan ar 5 km
fran startpunkten, blir sambandet
s = vt + 5.

Har ar lutningen hastigheten och startvardet startpositionen.

Ett exempel fran fysik och 10AA Jr

| fysik och astronomi beskriver funktioner ofta hur en storhet beror pa en annan. | ett hastighet-
tid-diagram med konstant hastighet blir grafen vagrat.

Om en kropp ror sig med konstant hastighet 3 m/s under 5 s, sa kan hastigheten skrivas som
v(t) = 3.4 Grafen blir en vagrat linje. Arean under grafen ar en rektangel med hojd 3 och bredd 5:

3.5 =15 (Detta ar strackan kroppen fardas)

0Med en punkt skrivs dess x-koordinat férst, och sedan y-koordinaten, separerade av ett kommatecken. Till exempel
galler x =2 och y = 3 fér punkten (2,3).
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Skarningar av linjer

Nar tva linjer mots har de en skarningspunkt. Den ligger pa bada linjerna samtidigt och uppfyller
darfor bada ekvationerna.
Anta att vi har
y=2x+1 och y=-x+4

| skarningspunkten maste y vara samma, alltsa
2x+1=-x+4 = 3x=3 = x=1

Sattin:
y =2-141 = 3.Skarningspunkten ar alltsa: (1,3).

Det vill saga linjerna skar varandra vid x=1 och y=3.

Y

/0

Figur 1.4: Tva linjer och deras skarningspunkt. Punkten (1,3) ligger pa bada linjerna samtidigt
och ar darfor I6sningen till ekvationssystemet.

Skarningspunkten mellan tva linjer ar alltsd samma sak som I6sningen till ett ekvationssystem.

Exempel 2.1: Egenrdrelse som funktion av tid

| astronomi andrar stjarnor langsamt sin position pa himlen. Under kortare tidsintervall kan man
ofta approximera laget som en linjar funktion av tiden.
Anta att en stjdrnas rektascension'"| beskrivs av

x(t) = 020t + 153,

dar t mats i ar och x i bagsekunder.

Har betyder 0.20 att koordinaten 6kar med 0.20 bagsekunder per ar, och 15.3 ar vardet nar
t=0.

Fraga 1: Vad ar koordinaten efter 5 ar?

x(5) = 0.20-5 4 15.3 = 16.3.

"Rektascension ar ett koordinatmatt pa himlen, ungefar som longitud fast p4 himmelssfaren.
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Fraga 2: Efter hur lang tid har koordinaten natt 17.1 bagsekunder?
020t +153=171 = 020t =18 = t=0.

Fraga 3: Hur tolkar man lutningen?
Lutningen ar
k =0.20,

vilket betyder att koordinaten 6kar med 0.20 bagsekunder per ar.

Sammanfattning funktioner som linjer och skarningar av linjer

En funktion kopplar varje invarde till exakt ett utvarde.

En funktion kan beskrivas med formel, tabell eller graf.

Om grafen ar en rat linje ar funktionen linjar.

En linjar funktion skrivs ofta y = kx 4 m.

k ar lutningen, alltsa forandringen i y nar x andras.

m ar startvardet, alltsd f(0) och linjens skarning med y-axeln.

Lutningen kan beraknas med k = %.
Linjara funktioner beskriver samband med konstant takt.

Tva linjers skarningspunkt ar samma sak som I6sningen till ett ekvations-
system[]
* Darfor hanger algebra och funktioner nara ihop.

b o S S S R S

9Man kan alltsa ocksa losa ekvationer grafiskt genom att hitta skarningen, men det ar ofta mindre
praktiskt.

3 Trigonometri

Trigonometri handlar om vinklar, trianglar och samband mellan lIangder. Namnet betyder
ungefar triangelmdtning. Manga klassiska problem, som att bestdmma hojder, avstand eller
riktningar, leder naturligt till trigonometri.

I lOAA Junior dyker trigonometri upp nar ljusstralar, skuggor eller observationsriktningar bildar
trianglar. Da behover man ett sprak for hur vinklar och langder hanger ihop. Det ar just vad
trigonometri ger.

Vi borjar med réatvinkliga trianglar, sedan Pythagoras sats och darefter de trigonometriska
funktionerna sinus, cosinus och tangens.

3.1 Rata trianglar

En ratvinklig triangel ar en triangel med en vinkel pa 90°. De tva sidor som méts i den rata
vinkeln ar vinkelréta.
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lodrat riktning

B
A vagrat riktning B

Figur 1.5: En ratvinklig triangel. De tva sidorna vid den rata vinkeln mots vinkelratt.

Réta trianglar ar viktiga eftersom de ofta uppstar naturligt i figurer med hojd och bredd, till
exempel skuggor, byggnader och observationslinjer.

| en ratvinklig triangel kallas de tva sidorna vid den réta vinkeln kateter. Sidan mitt emot den
rata vinkeln kallas hypotenusan och ar alltid langst.

Pythagoras sats
Om en ratvinklig triangel har kateter a2 och b samt hypotenusa c, sa galler
a® +b* = 2. (1.4)

Detta ar Pythagoras sats. Kanner man tva sidlangder kan man alltsa rakna ut den tredje.

C

—
A a B

Figur 1.6: En ratvinklig triangel med kateterna a och b, samt hypotenusan c.
Om till exempel a = 3 och b = 4, sa blir
?=3+42=25 = c=5.

Ett geometriskt bevis med en kvadrat

Vi bygger en kvadrat med sidlangden a + b och placerar fyra likadana rata trianglar i den.
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a+b

a a-+b b

Figur 1.7: En kvadrat med sida a + b, uppdelad i fyra rata trianglar och en inre kvadrat med sida c.

Arean av den stora kvadraten ar (a + b)2. Samma area ar ocksa summan av de fyra trianglarna
och den inre kvadraten:

(a+Db)? :4-%—0—62
= 2ab + 2.
Utvecklar vi vansterleded™ far vi

a? 4 2ab + b = 2ab + ¢*

= o> +b* =%

Pythagoras sats ar viktig eftersom den later oss bestamma en okand sidlangd sa fort vi hittar
en ratvinklig triangel i en figur.

Var dyker rata trianglar upp?

Rata trianglar dyker ofta upp gdmda i andra figurer. Nagra vanliga exempel ar:
Kvadrater och rektanglar. En diagonal delar figuren i tva rata trianglar.

a

Figur 1.8: En diagonal i en rektangel ger en rat triangel dar a + b* = d2.

12Fr&n distributiva lagen: (a +b)? = a(a + b) + b(a + b) = a + 2ab + b?. Detta kallas ocksa kvadreringsregeln.
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Kuber och rymdgeometri. Pythagoras sats kan anvandas forst pa en sidoyta och sedan en
gang till i rymden. Fér en kub med sidlangd a blir rymddiagonalen R given av

R? = a®> + a® + a® = 34

Cirklar. Om en triangel ar inskriven i en cirkel och ena sidan ar en diameter, blir vinkeln vid
den tredje punkten rat. Detta kallas Thales sats.

Ellipser och koordinatgeometri. Hjalplinjer kan skapa rata trianglar som gor figuren lattare
att analysera.

Avstand i fysik och astronomi. Ett avstand kan ofta delas upp i tva vinkelrata komponenter,
sd att Pythagoras sats kan anvandas.

Exempel 3.1: Tva observatérer och en stjarna som referens

Tva observatorer star pa olika platser och tittar mot samma stjarna. Med en lodrat hjalplinje fran
stjarnan till marken kan figuren delas upp i rata trianglar.

stjarna

siktlinje

plats A AB platsB BH H
referenspunkt

Figur 1.9: Tva observatorer tittar mot samma stjarna. Med en lodrat hjalplinje kan figuren delas
upp i rata trianglar.

Da galler till exempel

BH? + SH? = BS?2,  AH?+ SH? = AS2.

3.2 De trigonometriska funktionerna

Pythagoras sats innehaller inga vinklar. Om man i stéllet kdnner en vinkel och en langd behover
man sinus, cosinus och tangens. De beskriver forhallanden mellan sidorna i en rat triangel.

Definition av de trigonometriska funktionerna

Vi utgar fran en ratvinklig triangel och valjer en spetsig vinkel 6.
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C
hypotenusa
motstaende katet
6
=
A narliggande katet B

Figur 1.10: Namnen pa sidorna beror pa vilken vinkel man utgar fran. Har ar 6 den valda vinkeln.

For vinkeln 6 galler:

* hypotenusan dr sidan mitt emot den rata vinkeln,
* motstaende katet ligger mitt emot 6,
* narliggande katet ligger intill 6.

Definitionerna ar:
motstaende katet narliggande katet motstaende katet
= cos(f) = 88 tan(0) = ——
narliggande katet

sin(6) = hypotenusa hypotenusa ’

7

De beskriver alltsa kvoter mellan sidlangder, inte sjdlva langderna.

Att anvanda funktionerna
Borja alltid sa har:
1. valj vinkeln,

2. hitta hypotenusan,
3. avgor vilken katet som ar motstaende och vilken som ar narliggande.

hypotenusac

b motstaende

—

a
narliggande

Figur 1.11: Om vinkeln 0 ar vald vid vanstra hornet, sa ar a den narliggande kateten, b den
motstaende kateten och ¢ hypotenusan.
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For figuren ovan galler
. b _a b
sin(f) = = cos(0) = = tan(6) = e

Vad man far stoppa in och vad man far ut

Har anvander vi spetsiga vinklar mellan 0° och 90°. Om man satter in en sadan vinkel i sinus,
cosinus eller tangens far man ut ett sidférhallande.
Till exempel ar
sin(30°), cos(45°), tan(60°)
alla vanliga tal utan enhet.
Mini-exempel 3.1: Berdkna ett sinusvérde
Om motstaende katet &r 3 cm och hypotenusan 5 cm, sa ar

sin(0) = 5_ 0.6.

5
Fér vinklar mellan 0° och 90° géller: Nar vinkeln dkar:
* 0 <sin(f) <1, * sinus 6kar,
* 0 < cos(f) <1, * cosinus minskar,
* tan(@) > 0. * tangens okar.

Nagra vanliga varden

6 | 0° 30° 45° 60° 90°
sin(6) | 0 3 % § 1
cos(f) | 1 @ % 3 0
tan(6) | 0 % 1 /3 ejdefinierad

Vinklarna 30°, 45° och 60° dyker upp ofta

3.3 Invers till de trigonometriska funktionerna
En invers funktion gar baklanges genom en funktionsregel. Om

x—1
7

f(x) =2x+1, sdardeninversa funktionenffl(x) =

Invers operation och invers funktion

En invers operation angrar ett steg: +5 angrasav -5 ,-3 angrasav /3.
En invers funktion angrar hela processen. Darfor galler

fHf() =x och f(f7H(x)) =x.

De inversa trigonometriska funktionerna tar oss fran ett sidférhallande tillbaka till en vinkel.
Alla funktioner har dock inte en invers som sjalv ar en funktion for alla invarden.

3Du far dock réknare som kan rakna med funktionerna.
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Exempel 3.2: Forenklad parallaxidé

Anta att en narliggande katet ar 1 AU och att vinkeln &r 30°. Om hypotenusan ar d, sa galler

o1 1 1 2
cos(30°) = 7= d= c0s(30°) 7572 = 7 ~ 1.15 AU.
stjarna
d
30°
mittlinje- 1AU " observator

Figur 1.12: En mycket férenklad modell av parallax.

3.4 Radianer

Grader fungerar bra, men i matematiken vill man ofta ha ett vinkelmatt som ar direkt kopplat till
cirkeln. Det ar radianer.

Vinklar som andel av ett helt varv
* 90° ar ett kvarts varv,
* 180° ar ett halvt varv,

* 360° ar ett helt varv.

Idén bakom radianer Om en vinkel i en cirkel skar ut en bage med langd s i en cirkel med radie
r, sa definieras radianmattet som

g—°% (1.5)
.

4

Figur 1.13: En vinkel i radianer definieras med formeln 6 = 2, dér s ar baglangden och r ar radien.

Varfor blir ett helt varv 27t radianer? Ett helt varv har baglangden lika med cirkelns omkrets,
alltsa 27tr. Da blir )
0= g =271,

Alltsa:

360° = 27t rad, 180° = 7t rad, 90° = g rad.
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Varfor ar radianer anvandbara? Radianer passar naturligt ihop med cirklar och trigonomet-
riska funktioner. Till exempel blir baglangden

s =rf nar @ matsiradianer.

Férdelar och nackdelar Fordelen med radianer ar att radianer ar naturligt kopplad i till cirkeln
som gor att manga formler blir enklare och kraver inga konverteringar. | nastan alla formler som
kommer i boken anvander radianer underférstadd! Nackdelen &r att Radianer blir svarare att
skrivas ut da den oftast skrivs med pa eller med brak, vilket gor att den kdnns mindre intuitiv i
bdérjan nar man ar van med att beteckna vinklar med heltal i grader.

Konvertering mellan grader och radianer Fran grader till radianer: 6,4 = 0grager - 155- 0Ch
frén radianer till grader: Ograger = Orag - 220

Nagra vanliga vinklar

o
o
o~
Q1
(o)
[}
(@)
o
\O

grader | 0° 3
radianer | 0

S
k|

grader | 180° 270° 360°

radianer | 7 3 27«
Exempel 3.3: Omvandla grader till radianer
s s
60° 105 =3
Exempel 3.4: Omvandla radianer till grader
%" : ? = 135°.

Kommentar Kontrollera alltid om raknaren ar installd pa grader eller radianer.

3.5 Enhetscirkeln

For att definiera trigonometriska funktioner for alla vinklar anvander man enhetscirkeln, alltsa
en cirkel med centrum i origo och radie 1.

Vinkeln mats fran den positiva x-axeln och positiv riktning ar motsols. Axlarna delar planet i
fyra kvadranter.
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Yu

1l v

Figur 1.14: Enhetscirkeln har radie 1, centrum i origo, och vinkeln v mats motsols fran den positiva
x-axeln.

Hur laser man av trigonometriska varden fran cirkeln?

Om P = (x,y) ligger pa enhetscirkeln, sa bildar radien och en lodrat hjalplinje en ratvinklig triangel
med hypotenusan 1.

Yn
Ya
P P = (xy)
I 1/ ‘
l
|
v
N v
16 X 5 ‘ 4
Ul 1Y)
(a) Enhetscirkeln med vinkeln v och kvadranterna. (b) Punkten P = (x,y) ger en ratvinklig triangel med

hypotenusan 1.

Figur 1.15: Enhetscirkeln. Till védnster visas vinkeln v och kvadranterna. Till hdger visas hur en
punkt P = (x,y) pa enhetscirkeln ger en ratvinklig triangel som gor att man kan lasa av sinus och
cosinus.

Da far vi direkt

sin(v) = = =y, cos(v) = % = x = Alltsa kan varje punkt pa enhetscirkeln skrivas som: P = (cos v, sinv).

e
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Tangens som kvot av sinus och cosinug'’|

sin(v)
cos(v)

eftersom tan(v) = % =

IR |

= tan(v) = , cos(v) # 0.

Tecken i olika kvadranter
Kvadrant | sin(v) cos(v) tan(v)
| + +
Il
1] - - +
v - + -

+
+

Exempel 3.5: Hitta vinkeln fran en punkt pa enhetscirkeln

Om B = (0.92,0.3919), sa galler
cos(v) = 0.92.

Darfor
v = arccos(0.92) ~ 23.07°.

LN

B
9.3919
'U |
! \

Figur 1.16: Punkten B = (0.92,0.3919) ligger i forsta kvadranten, sa vinkeln blir spetsig.

Tva viktiga samband fran enhetscirkeln
Om tva punkter ar symmetriska kring y-axeln, sa har de samma y-koordinat:

sin(v) = sin(180° — v).
Om tva punkter ar symmetriska kring x-axeln, sa har de samma x-koordinat:

cos(v) = cos(—v).

T4H3ar vet vi att sin=y/1 och cos = x/1. Faktumet ar att tan(x)=sin(x)/cos(x) oavsatt om vi anvander enhetscirkeln eller inte!
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R Y
Q P P
,,,,,,,,,,,,,,, '
l
|
180° — o v . R
% v x
|
l
R
(a) Punkterna P och Q har samma y-koordinat, alltsa (b) Punkterna P och R har samma x-koordinat, alltsa
samma sinusvarde. samma cosinusvarde.

Figur 1.17: Tva viktiga symmetrier i enhetscirkeln. Till vanster visas symmetri kring y-axeln, vilket
ger sin(v) = sin(180° — v). Till héger visas symmetri kring x-axeln, vilket ger cos(v) = cos(—v).
Sinussatsen

Sinussatsen géller for alla trianglar. Om sidorna a,b,c ligger mitt emot vinklarna A,B,C, sa géller

a b
sinA  sinB ~ sinC’

(1.6)

C

'h

O
A ¢ B

Figur 1.18: En triangel dar vi ritar in en héjd k. Med hojden kan vi skapa rata trianglar och harleda
sinussatsen.

Med hojden h far vi

sSinA=-— = h=">bsinA,

QT

sinB= - = h=uasinB.

Darfor ar - B
mmA:mmB:Sj :$2.

P4 samma satt far man ) )
sinB _ sinC
b c




27
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a b c

sin A sin B sin C

7

och déarmed ocksa

a b c
sinA  sinB  sinC’

Mini-exempel 3.2: Anvand sinussatsen
Om A = 30°, B = 45° och a = 5, s blir

.s%n45 5. V2/2 _ 5.2
sin 30° 1/2

Sammanfattning Trigonometri

* Trigonometri handlar om samband mellan vinklar och lédngder.

*

*

*

| en ratvinklig triangel galler Pythagoras sats: 2% + b> = c2.

motstaende

De trigonometriska funktionerna definieras som sin(f) = Rypotenusa’

__narliggande __ motstaende
c0s(6) = Rypotenusa OCh tan(6) = Sefieinde

Om man kanner en vinkel och en sida kan man anvanda sin, cos och tan
for att hitta andra storheter.

Om man kanner ett sidférhallande och stker vinkeln anvander man arcsin,
arccos eller arctan.

* | enhetscirkeln galler P = (cosv,sinv).

. ST ° o Sil’l(‘()) o
* Darav foljer ocksa tan(v) = cos(o) Nar cos(v) # 0.

: 5 = ; ._a b _ ¢
* Sinussatsen galler for alla trianglar: 5 = 575 = ane-

* Radianer ar ett naturligt vinkelmatt. Sambandet med grader ar 360° =

27t rad.

Trigonometri ger ett sprak for att koppla ihop vinklar, sidlangder, koor-
dinater och geometriska samband.

4 Exponentiella funktioner

4.1 Exponenter ar iterativ multiplikation

Exponenter ar ett kompakt satt att skriva upprepad multiplikation. Till exempel:

x-x = 12, x-x-x=x°, x-x-x-x=x%

Allmant betyder

Mt=x-x-x--x.
%/_/

n faktorer

Har kallas x bas och n exponent.
Det ar viktigt att det ar samma bas som upprepas. Till exempel kan man inte skriva2-3-1-5

som 3%,

Primtalsfaktorisering kan ocksa skrivas med exponenter:

84=2.2.3.7=2%2.3.7.

(1.7)

(1.8)
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Pa samma satt kan algebraiska uttryck skrivas mer kompakt:
X-x-y4+2-y-y-y-x = x%y 4+ 2y°x = xy(x + 21?).

Formell definition

Om x ar ett tal och n ett positivt heltal, definieras

M=x-x-x--x.
—_—

n faktorer

Nagra viktiga specialfall ar:
xl=x, =1 forx#o0.

Man maste ocksa vara forsiktig med parenteser:
(—2)2 =4, —22=_-(22)=—4
Senare utvidgas exponentbegreppet till negativa och rationella exponenter.

4.2 Rakneregler och begrepp

For positiva heltal m,n galler foljande regler.

ALy = xm+n, x7 — xmfnl X 7& 0’
(xm)n _ xmn, (xy)n _ xnyn,
X " x™ 0
( = —, y#o, le, X#O,
y) y"
x "= %, x # 0.

4.3 Rationella exponenter

Exponenter kan ocksd vara brék, till exempel x1/2 eller x2/3. D& hanger de ihop med rotter.
Vi definierar

nar uttrycket ar definierat. Mer allmant:
XM= (Yx)" =
Exempel:
82/3 = (%/é)z —2—4,  16Y2=Vi6=4
Man maste vara forsiktig med jamna rotter. Till exempel ar
Va2 = |x|,
inte alltid bara x. Fér udda rotter galler daremot

V3 = x.
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4.4 Potensfunktioner och deras rotter

En potensfunktion har formen

flx) =,
dar n ar konstant. Exempel ar
x2, x3[ x—l’ x1/2
Om man léser en ekvation av typen
x"'=a,

sa soker man vilket tal som upphéjt till n blir a.
Om n ar jamnt, till exempel 2 eller 4, far man ofta tva lésningar:

x> =9=x =43
Mer allmant:
x oma > 0, finns tva l6sningar: x = +{/a,
* oma = 0, finns en |6sning: x = 0,
* oma < 0, finns ingen reell 16sning.
Om n ar udda, till exempel 3 eller 5, finns alltid exakt en reell 16sning:
x3:8:>x:2, ¥P=-8=1x=-2.
Negativa exponenter ger funktioner som

1 1
x = > x 2= 2
och de ar inte definierade for x = 0.
Mini-exempel 4.1: Kvadratisk potens
Los 2x2 + 3 = 21.
202 =18 = x> =9 = x = 43.

Mini-exempel 4.2: Fjarde potens
Los x* = 81.
x = 4£3.

Mini-exempel 4.3: Kvadratrot via brakexponent
Los x1/2 = 5.
Vx =5= x = 25.

Mini-exempel 4.4: Negativ exponent

Los x~1 = 2.
1 2=>x= E
x 2
4.5 Exponentialfunktioner
En exponentialfunktion har formen
f(x)=C-a%,

dar C och g ar konstanter, 2 > 0 och a # 1.
Har ar basen fast och variabeln sitter i exponenten. Detta skiljer exponentialfunktioner fran
potensfunktioner.
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Vad betyder basen?

Om
flx) =C-a,
sa galler
flx+1)=C-a* =a- f(x).
Det betyder att funktionsvardet multipliceras med samma faktor a varje gang x 6kar med 1.

Tillvaxt och avtagande

Om a > 1 far vi exponentiell tillvdxt. Om 0 < a < 1 far vi exponentiellt avtagande.
X
Till exempel vaxer 2%, medan (%) avtar.

Startvarde
| funktionen f(x) = C-a* ar

floy=c-a"=cC.
Alltsa ar C startvardet.

Exempel

Mini-exempel 4.5: En enkel exponentialfunktion
Om f(x) =3-2% saar
f(0)=3, f(1)=6, f(2)=12, f(3)=24
Vardet dubbleras for varje steg.
Mini-exempel 4.6: Exponentiellt avtagande
Om g(x) =100 (%)x s& ar
¢(0) =100, g(1) =50, g(2)=25 g¢(3)=125.
Mini-exempel 4.7: Tillvdxt med procent
Om en bakteriekultur borjar pa 200 och 6kar med 10% per timme:
N(t) =200-1.1%.
Mini-exempel 4.8: Minskning med procent
Om ett amne borjar pa 50 gram och minskar med 20% per timme:
m(t) =50-0.8".

Exempel 4.1: Bestdm parametrarna i en exponentialfunktion
Anta att f(x) = Ca* och att f(1) = 6, f(3) = 24. Da far vi
Ca=6, Ca® =24,

Ca® 24

a = Z =a° =4.
Eftersom a > 0 far via = 2. D4 blir

2C=6=C=3.
Alltsa:
f(x)=3-2%
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Sammanfattning exponentiella funktioner

* x" betyder att samma bas multipliceras med sig sjalv n ganger.
* Viktiga regler:

xmxn xm+n,
x" m—n
P

(xm)n _ xmn’

(xy)" = «"y",

* x0=1fdrx #0,ochx™" = %ﬂ
x Brakexponenter hanger ihop med rétter: x1/" = {/x, x™/" = {/xm.

* Jamna exponenter kan ge tva Idsningar, medan udda exponenter ger en.
* En potensfunktion har formen f(x) = x™.

* En exponentialfunktion har formen f(x) = C - a*.

* Exponentialfunktioner beskriver forandring med samma faktor per steg:
a > 1 ger tillvaxt och 0 < 2 < 1 ger avtagande.

n

5 Logaritmer

5.1 Logaritmer ar inversen till exponentialfunktioner
Logaritmer hor ihop med exponentialfunktioner. Om
y=2%

sa kan man rékna fram att
2l=2  22=4,  28=3.

Men ibland vill man géra tvartom: man kanner vardet och vill veta vilken exponent som gav det.
Fragan “Vilket tal maste 2 upphdjas till for att ge 8?” har svaret 3, eftersom

23 =8.

Detta skrivs
log,(8) = 3.

Allmant galler:
a* =b <= log,(b) = x.

Formell definition
Oma > 0,a # 1ochb > 0, sa definieras
log,(b) =x <= a*=0b.

Har ar 2 basen, b argumentet och x logaritmens varde.
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Exempel
log,(8) =3 eftersom 23 = 8,
log;((100) = 2 eftersom 10% = 100,
log,(1) =0 eftersom 3% =1,
1 1
1 =-1 ft 1=
085 (5 eftersom 5 5

Varfor ar detta en invers?

Logaritmen ar inversen till exponentialfunktionen med samma bas. Darfor galler

log,(a*) = x och '°8:(%) —

Viktiga villkor

For att log, (b) ska vara definierad kravs:
*a>0,
* a#1,
* b>0.

Till exempel ar log, (—3) inte definierad.

Skillnaden mot rotter

Rétter anvands for att 16sa uttryck av typen x" = 4. Logaritmer anvands for att I6sa uttryck av

typen a* = b.
Mini-exempel
Mini-exempel 5.1: L&s 2 = 32

32=2"= x=5.

Alltsa:
x =log,(32) = 5.

Mini-exempel 5.2: Lés 10* = 1000

1000 = 10° = x = 3.

Mini-exempel 5.3: Lés 3* = |

5.2 Logaritmlagarna

Logaritmlagarna foljer direkt fran definitionen.
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Produkten blir summa
loga (xy) = loga(x) + loga (y)

Kvoten blir differens

log, (;) = log,(x) —log,(y).

Exponenten far flytta ner framfoér
1Oga(xr> = rloga<x)'
Nagra viktiga specialfall

log,(a) =1,  log,(1) =0,

samt
log,(a*) = x, a'98:(%) = .

5.3 Kort om baser

Nagra baser ar sarskilt vanliga.
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(1.10)

(1.11)

Basen 10 anvands ofta eftersom vart vanliga talsystem bygger pa tiopotenser. Da skriver man

ofta
Ig(x) = logy(x).
| vissa sammanhang anvands bara log(x)E]
Basen 2 ar vanlig i datorsammanhang:
log, (x).
Man kan byta bas med basbytesformeiln:

_ log, (x)
log, (@)’

log, (x)

5.4 Tillampning av logaritmer

(1.12)

Logaritmer anvands ofta nar en storhet varierar 6ver manga tiopotenser. Da blir logaritmiska

skalor praktiska.
Till exempel:

1g(10) =1,  Ig(100) =2,  1g(1000) = 3.

Varje steg uppat motsvarar alltsa en tiodubbling.
Om ett samband foljer en potenslag, till exempel

1

Fo<r—2,

sa blir grafen en rat linje i ett log-log-diagram.

'5Det &r dock inte alltid en bra vana, eftersom olika omr&den ibland anvander olika baser.
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Exempel p& logaritmiskt skalade axlar

Flux F (godtyckliga enheter)

= = = = = =

5] S 5] S 5] o -
1 1 ! 1 S
& B & & s i =

=
o
i

"
o
|

@

T T T T T
10" 10* 10? 103 10%
Avstand r (godtyckliga enheter)

Figur 1.19: Exempel pa logaritmiskt skalade axlar. Har visas ett samband av typen F « 1/r2. P&
log-log-skala blir en potenslag en rat linje.

Ett klassiskt exempel fran fysiken ar decibel:

L=10lg (II) ,
0

dar I ar intensiteten och I, en referensintensitet.
Om intensiteten blir 10 ganger storre 6kar nivan med

101g(10) = 10 dB.
Om intensiteten blir 100 ganger storre 6kar nivan med

101g(100) = 20 dB.

Sammanfattning Logaritmer

* Logaritmer anvands nar man vill ta reda pa vilken exponent som ger ett
visstvarde: a* = b <= log,(b) = .

log, (b) ar inversen till exponentialfunktionen med samma bas.

For att log, (b) ska vara definierad kravsa > 0,a # 1, b > 0.

Viktiga specialfall ar log,(a) = 1 ochlog,(1) = 0.

L S

*

Logaritmlagarna ar: log,(xy) = log,(x) +log,(y), log, (;) = log,(x) —
log,(y), log,(x") = rlog,(x).

* Vanliga baser ar bas 10 och bas 2.
* Med basbytesformeln kan man byta bas: log, (x) = ig?gzg
b
x Logaritmer ar sarskilt anvandbara nar storheter varierar 6ver manga tio-
potenser.

*

Pa log-log-skala blir en potenslag, till exempel F « %2 en rat linje.

Viktiga tillampningar ar bland annat decibel i fysik och magnitudskalan i
astronomi.

*
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6 Statistik

Inom astronomi och astrofysik maste man ofta hantera stora mangder data. Data kan till exempel
vara matvarden, bilder eller annan information. For att forsta datan behéver man kunna beskriva
samband, jamfora storheter och analysera matningar. | IOAA Senior ar detta mycket viktigt, men
aven i IOAA Jr ar det bra att kdnna till grunderna.

6.1 Proportionalitet

Nar man studerar data eller fysikaliska samband ar det ofta viktigt att fraga: hur dndras en storhet
nédr en annan dndras? D& kommer proportionalitet in.
Om tva storheter ar direkt proportionella kan man skriva

yoxx eller y=kyx,

dar k ar en konstant. Om x fordubblas, sa férdubblas ocksa y.

Direkt proportionalitet: y = 2x

20.01

17.5 A

15.0 A

12.5 A

> 10.01

7.5 1

5.0 1

2.51

0.0

Figur 1.20: Exempel pa direkt proportionalitet. Nar x férdubblas fordubblas ocksa y.

| andra fall galler

yO(.’sz.

Da sager man att y ar proportionell mot kvadraten av x. Om x dubblas blir y fyra ganger sa
stor.
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Kvadratisk proportionalitet: y « x?

351

30 1

251

201

15 A

10 A

o4
[
N
w
N
(6]
o -

Figur 1.21: Exempel pa kvadratisk proportionalitet. Har vaxer y snabbare an x.
Ett annat vanligt samband ar

ya;.

Detta kallas invers kvadratisk proportionalitet. Gravitation och ljusfléde foljer till exempel
sadana samband.

Invers kvadratisk proportionalitet: F « 1/r?

1.0 1

0.8

Figur 1.22: Exempel pa invers kvadratisk proportionalitet. Sambandet faller snabbt néra bérjan
och langsammare langre ut.

Mini-exempel 6.1: Proportionalitet i en fysikfraga
Om gravitationskraften féljer

1

Fo<r—2,
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och avstandet dubblas, sa blir den nya kraften

Foy — Fgammal o Fgammal
ny — 22 - 4 ’

Mini-exempel 6.2: Kvadratisk proportionalitet

Om arean av en kvadrat foljer
A x sz,

och sidlangden blir tre ganger storre, sa blir arean

Any = 32Agammal = 9Agammal-

6.2 Linjarisering

KAPITEL 1. MATEMATIK

Manga samband ger inte rata linjer ndr man ritar dem direkt. Men ibland kan man gora om

problemet sa att sambandet blir linjart. Detta kallas linjarisering.

Anta till exempel att

Om vi ritar F mot r far vi inte en réat linje.

Sambandet F = 12/r2

124 ©

10 A

Q

Q

N
1
[/]
[/}
(1]

0
[}

10

Figur 1.23: Sambandet F = 12/72 &r inte linjart nr man ritar F mot r.

Men om vi infér den nya variabeln

u = l
==
sa blir sambandet
F =12u,

vilket ar en rat linje.
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Linjarisering: F = 12u

12 A

10 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u=1/r?

Figur 1.24: Nar man i stallet ritar F mot 1/r2 blir sambandet linjart.

Detta ar idén med linjarisering: ett icke-linjart samband kan ibland bli linjart med en smart
variabelsubstitution. Exempel:

y « x> = y &r linjar mot x?,
P 1 = y ar linjar mot 1
y p y ] *

1 o s 1
yox 5 =yar linjar mot 2

6.3 Linjar regression

| riktiga matningar ligger datapunkter nastan aldrig exakt pa en perfekt linje. Darfor vill man ofta
hitta den rata linje som passar punkterna bast. Detta kallas linjar regression.
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Exempel pé linjar regression

16 A

14 4

12 A

> 10 A

Figur 1.25: Exempel pa linjar regression. Punkterna ar matdata och linjen visar den basta unge-
farliga linjara modellen.

Linjar regression anvands ofta efter en linjarisering:

1. Gissa vilken proportionalitet som verkar rimlig.

2. Linjarisera sambandet om det behdvs.

3. Anpassa en rat linje till datapunkterna.

Exempel 6.1: Ritning pa GeoGebra

Regression kan gdras med digitala verktyg. Om du har en punktlista
11 = {(x_1,y_1),(x_2,y_2),...,(x_n,y_nd}

kan du anvanda kommandot

RegressionLin(11)

eller direkt

RegressionLin({(x_1,y_1),(x_2,y_2),...,(x_n,y_n)})
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7 Uppgifter

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

LOs for x:

2x+y2 -3 =8

LOs for x:

2x3—l2 y
S _J
23 2y +2 5

Ge en |6sning till ekvationen:

x5 +x6 —6
x5

Bestam om ekvationen har en 16sning. Om
ja, skriv svaret.

1 28
— — ——=+21 =62
27 7x2 + 6

L6s uppgiften:

4 av 120 elever i en skola blev magsjuka.
Omar the doctor hittade da 2 flaskor ut-
spatt botemedel. Tyvarr visste Omar inte
hur manga ytterligare flaskor han behover,
men da fragade han professor Doniyor
som svarade att om halva skolan blev sjuk
sa behover han ytterligare 40 flaskor. Om
varje flaska innehaller 25 ml av ldkemedlet,
hur manga liter Iakemedel kommer totalt
att behovas?

Ar 2023 fanns det 210 elever i en skola,
varav 2 av 10 elever fick godkant i alla am-
nen. 10 ar senare pa samma skola var det
7 av 10 elever som fick godkant i alla am-
nen.

(a) Om antal elever som fick godkant
fortfarande ar samma, hur manga
elever forlorade skolan ar 2033?

(b) Anta att antalet elever minskar med
samma takt linjart, det vill saga lika
manga elever per ar. Hur lang tid
kommer det att ta tills alla elever har
[dmnat skolan?

(c) Ar 2011 startade skolan. Hur manga
elever fanns i borjan nar skolan star-
tade?

1.7

1.8

1.9

KAPITEL 1. MATEMATIK

Den resulterande kraften ar F = mg, och
att moment ar M = F - L. Givet att ett ob-
jekt vager 2 kg och att ¢ = 9,82 i en hav-
stang, hur langt behover stangen vara for
att momentet ska bli 8 Nm?

Pa Zikais bondegard finns det bade kyck-
lingar och far. Bonden har tyvarr dalig syn
och kan inte se jattebra, men eftersom Zi-
kai ar kort sa kan han anda se hur manga
ben som finns i bondgarden. Han vet att
han ursprungligen képte 67 djur. Sedan
vet han att det finns 176 ben. Hur manga
kycklingar och hur manga far finns det i
bondgarden?

Det finns en triangel ABC dar sidorna ar
AB =¢, AC =boch BC =a.

Sedan vet vi att punkt D skar sidan BC sa-
dant att:

BD =c—6, DC=c+6

och att sidan AD ar vinkelrat mot BC. Vin-
keln 6 bildas fran vinkeln ACB.

Sidanc =15 cm.

(a) Rakna ut hur stor vinkeln 9 ar, forst i
grader och sedan i radianer.

(b) Rakna fram arean av triangeln.

Figur 1.26: Figur till uppgift 9. Bilden ar ej skal-
enlig.

1.10 | ett nytt koloniomrade far varje medlem

24 meter stangsel for att satta upp runt
sin egen odlingsyta.

De flesta tanker gora en rektangular in-
hagnad, men Linn som tanker annorlunda
funderar pa om det finns en annan form
som ger storst mojlig area med samma
mangd stangsel.
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(@) Om varje bit stangsel ar 8 meter lang,
vad ar den méjliga arean?

(b) Om varje bit stangsel ar 6 meter lang,
vad blir den stérsta mdjliga arean?

(c) Anta att allt stangsel kan delas i oand-
ligt sma bitar. Vilken form borde da
Linn satta upp for att fa storsta mojli-
ga area? Hur stor blir den i sa fall?

1.11 | solsystemet Nima finns det en planet
som heter Anders. Om banan &r helt cir-
kular och banradien ar 14 AU:

(a) Vad blir banans omkrets?

(b) Hur langt har planeten fardats efter
ett kvarts varv?

(c) Systemets stjarna heter forstas Nima.
Om Anders har fardats 12 AU, hur
stor forflyttning fran originalvinkeln
motsvarar det frdn Nimas perspek-
tiv? Svara forst i radianer och sedan i
grader.

Efter 1 varv

Start

Nima  14AU

Figur 1.27: Cirkular bana i uppgift 11.

1.12 Viktor har byggt en miniatyrmodell av sol-
systemet. Givet att avstandet mellan Jor-
den och solen ar 12 cm, vad blir:

(@) Avstandet mellan Mars och solen, om
Mars ligger 1,5 ganger sa langt fran
solen jamfért med Jorden?

(b) Avstandet mellan Jupiter och solen,
om Jupiter ligger 5,2 ganger sa langt
fran solen jamfért med Jorden?

(c) Hur manga ganger langre fran solen
ligger Jupiter an Mars i modellen?

KAPITEL 1. MATEMATIK

(d) Uranus ligger ungefar 19,2 ganger sa
langt fran solen jamfoért med Jorden.
Vad ar det storsta avstandet mellan
Uranus och Jorden?

1.13 Ljus fardas med cirka 300 000 km/s.

(@) Hur langt fardas ljus pa 3 sekunder?

(b) Hur lang tid tar det for ljus att fardas
150000 km?

(c) En signal skickas fran satelliten
Mostafa till Jorden. Hur langt ar det
mellan Mostafa och Jorden om det tar
42 minuter for signalen att fardas?

1.14 Om enstjarnas avstand &r omvant propor-
tionellt mot dess parallax galler ungefar:

=1
p

dar d ar avstandet och mats i parsec, och
p ar parallaxen i bagsekunder.

(@) Hur langt bort ar en stjarna med pa-
rallaxen 0,5?

(b) Hur langt bort ar en stjarna med pa-
rallaxen 0,2?

(c) Vad hander med avstandet om paral-
laxen halveras?

1.15 Intensiteten for ljus foljer proportionalite-

ten:
1

] x =
1’2
dar r ar radien och I ar intensiteten.

(@) Om avstandet férdubblas, hur manga
ganger mindre blir intensiteten?

(b) Om avstandettredubblas, hur manga
ganger mindre blir intensiteten?

(c) En stjarna A ligger dubbelt sa langt
bort fran Jorden som stjarna B. Hur
forhaller sig intensiteten fran A jam-
fort med B?

(d) Om intensiteten ska bli 9 gdnger stor-
re, hur maste avstandet andras?

1.16 Avstandet till asteroiden Viktor mats pa
tva platser pa Jorden. Plats B mater av-
standet som 696969 km medan plats C
mater avstandet som 696968,989667 km.
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Om vi forenklar situationen och sager att
asteroiden och punkt B och C ligger i en
rat triangel dar asteroiden ligger precis
ovanfor B och bildas en rat vinkel.

(a) Vad ar avstandet mellan B och C pa
Jorden ungefar?

(b) Berakna vinkeln « som C uppmater
fran marken.

(c) Om Viktor ligger 1028210 km lang-
re bort jamfért med B och fortfaran-
de ar precis ovanfor B, vilket avstand
kommer C att mata?

/_J_EL\

Figur 1.28: Figur till uppgift 15.

1.17 Los foljande ekvationer med logaritmer

och n:te roten ur. Svara med 2 decimaler.
(a) 2* = 64
(b) 10* = 0,001
(c) log,(x) =12,32
(d) 3*t2 =81
(e) 102 = 2018
(f) 2708(23/x))* — o

1.18 Magnitudskillnaden mellan tva stjarnor

ges av:

I
my —my = —2,5log (i)

dar m ar magnituden och I ar intensiteten.

(a) Vad blir magnitudskillnaden om in-
tensiteten hos stjarna 2 ar 10 ganger

sa stor som intensiteten hos stjarna
1?

1.19

1.20

1.21

1.22
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(b) Vad blir magnitudskillnaden om in-
tensiteten hos stjarna 2 ar 100 ganger

sa stor som intensiteten hos stjarna
1?

(c) Om magnitudskillnaden ar 5, hur
manga ganger svagare ar stjarna 2
jamfért med stjarna 1?

Férenkla med hjalp av logaritmlagarna:
(a) Dela upp uttrycket i flera termer:
log, (x*y?)
o s, ()
(c) log, (x%%%)
(d) Skrivsom en enda logaritm:

2log(x) +log(y) — log(z)

(e)
log(x) +log(y) — 21og(z)

En bakteriekultur vaxer enligt modellen:
N(t) =200-1,5
dar t mats i timmar.
(@) Hur manga bakterier finns efter 1 tim-
me?
(b) Hur manga finns efter 3 timmar?

() Hur manga ganger stérre har popu-
lationen blivit efter 4 timmar?

(d) Forklara med ord vad talen 200 och
1,5 betyder i modellen.

En radioaktiv substans avtar enligt model-
len:
m(t) = 80-0,75'

dar m mats i gram och ¢ i timmar.

(a) Hur mycket finns kvar efter 1 timme?

(b) Hur mycket finns kvar efter 2 timmar?

(c) Hur manga procent minskar massan
med per timme?

Punkten P ligger pa enhetscirkeln.

(@) OmP = (@%) vad ar vinkeln v i
grader?

(b) Om P = (0,—1),vad arvinkeln vigra-
der?
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(c) Om vinkeln ar 180° — v, vilket sam- (b) Vilken ny variabel kan inféras for att
band galler da for sinus? gora sambandet linjart?
(d) Omyvinkeln ar —v, vilket samband gal- (c) Skrivom formeln med den nya varia-
ler da for cosinus? beln.
1.23 Anvand sinussatsen (d) Vad blir lutningen i den linjariserade
’ ' grafen?

| en triangel ABC galler att
1.25 Utfor regression av datasetet nedan.
A=30", B=45, a=6 En elev mater féljande varden:
(a) Berakna sidan b. x:1,2,34
(b) Bestam vinkeln C.
(c) Berakna sidan c. y:3,57,9

ST
1.24 En fysikalisk storhet F foljer sambandet: (a) Verkar sambandet vara linjartz

(b) Bestam en formel pa formen y =
r_ 2 kx 4+ m som passar bra till punkterna.
r2 (c) Vad betyder lutningen k i tabellen?

(a) Ar F linjar mot r? (d) Vad betyder startvardet m?



Kapitel 2

Astronomi

1 Stjarnors rorelse

Vi upplever stjarnorna pa himmelssfaren som stillastdende, med en konstant position, men i
sjalva verket ror sig stjarnor hela tiden, av manga olika anledningar. Dessa rorelser ar alltid mycket
sma pa grund av det enorma avstandet, darav kravs specialiserade teleskop for att observera
dem. Stjarnors rorelse pa himlen har i huvudsak tva komponenter: egenrorelse och parallax.
Egenrorelsen kommer fran stjdrnans egen hastighet genom rymden medan parallaxen beror pa
observationer fran olika perspektiv.

1.1 Parallax

Jorden i juli

stjarna

Jorden i januari

Figur 2.1: Hur parallaxeffekten kommer fran perspektivférandringar mot stjarnorna.

Nar jorden ror sig i sin omloppsbana kring solen kommer var position relativt en stillastaende
stjarna att andras ndgot. Om den observerade stjarnan ar en narliggande sddan kommer vinkeln
fran vilken vi observerar den, att forandras relativt stjgrnor i bakgrunden. Detta pa grund av att
observatérens standpunkt férandras till foljd av jordens rorelse kring solen. For oss kommer
det se ut som att stjarnan ror sig pa himlen med en period pa ett ar. Den vinkeln som stjarnan
maximalt ror sig ar dubbelt sa stor som den sa kallade parallaxvinkeln - p. Med trigonometri kan
vi berdkna hur stort avstandet ar till stjarnan som en funktion av parallaxen enligt

J— 1AU
tanp

(2.1

dar 1 AU ar medelavstandet mellan jorden och solen. Om vi antar att p ar mycket litet kan vi
forenkla bort tangens i uttrycket. Utover detta kan vi definiera en ny enhet sa att den multiplikativa

44
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konstanten 1 AU férsvinner. Denna nya enhet kallas parsec och definieras som avstandet till en
stjarna med parallaxen en bagsekund (1°/3600). Detta ger

d=—. (2.2)
p

dar d mats i parsec (1 Pc = 3,26 ly), och p mats i bagsekunder.

1.2 Egenroérelse

En stjarnas egenrorelse ar dess forandring i position pa stjarnhimlen, orsakad av stjarnans egen
hastighet genom rymden. Notera att denna hastighet mats relativt till solsystemet och jordens
hastighet genom rymden. Egenrorelsen mats i bagsekunder per ar ("/yr). For mycket avlagsna
stjarnor ar dess egenrorelse inte markbar.

En stjarnas egenrdrelse utgors av dess tangentiella hastighet, det vill sdga rorelse tvars dver
synlinjen. Ett enkelt samband mellan stjarnans egenroérelse och tangentiella hastighet ges av

o = 4.74pd (2.3)

dar v; ar den tangentiella hastigheten matt i km/s, i stjdrnans egenrorelse i “/yr, och d avstandet
till stjdrnan i parsec. Konstanten 4.74 &r endast en omvandlingsfaktor for att fa ratt enheter.

Stjarnor har dven en radiell hastighet, v,, vilken utgérs av dess rorelse bort fran eller mot
observatoren. Denna ger alltsd inte upphov till ndgon férandring i stjarnans position pa himmelss-
faren. Den radiella hastigheten kan beraknas med hjalp av dopplereffekten, se avsnitt 5. Stjdrnans
totala hastighet genom rymden, vy, bestar alltsa av den radiella och tangentiella komponenten,
dessa ar vinkelrata mot varandra, vilket ger féljande samband med hjalp av Pythagoras sats

Vtor = 1/ 0? + 02 (2.4)

2 Flux och magnituder

Ljus ar energi i form av vagor som ror sig i vakuum. Genom att studera ljuset som kommer fran
en stjarna kan vi ta reda pa manga av stjarnans egenskaper. Vid fusionsprocesser som sker i
alla stjarnors inre emitteras energi i form av elektromagnetisk strdlning, och en del av denna
uppfattas som synligt ljus.

Inom fysiken definierar vi effekt som energi per tid men inom astronomin kallar vi den totala
effekten hos en stjarna for luminositet, L. Luminositeten mats, liksom effekt, i enheten Watt
(W), 1 W=1J/s. Den intensitet av stjdrnans ljus som en observatér pd avstand d fran stjarnan
uppfattar kallas flux. Eftersom stjarnans ljus ar lika starkt i alla riktningar kan flux beskrivas som
luminositetens effekt jamnt spridd 6ver en sfar med arean 4d? enligt

L
 4md?
Ett annat satt att beskriva flux som ar valdigt vanligt inom astronomin ar magnituder, m. Detta

ar en logaritmisk skala fran det antika Grekland. Oftast beskriver man skalan endast nar man
jamfor tva magnituder. Da ser den ut sahar:

(2.5)

my —mp = —2,5 lg % (26)
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Alltséd kommer en stjarna som lyser 10 ganger starkare (hdgre intensitet) att ha en apparent
magnitud som ar 2,5 ldgre, notera: inte ganger. Magnitud 0 definierar man till stjarnan Vega. Da
magnitudskalan anvands genom att jamféra magnituder och flux mellan stjarnor kan det ibland
vara bra att kunna apparent magnitud och flux fér nagon enstaka stjarna utantill, férslagsvis
solen eller Vega.

Man skiljer pa apparent och absolut magnitud, dér den apparenta magnituden &r stjarnans
uppfattade ljusstyrka, det vill saga ett annat satt att mata flux. Absolut magnitud definieras som
en stjdrnas apparenta magnitud pa ett avstand av 10 parsec. Om vi vill jamfora luminositeten
av stjadrnor kan vi anvanda oss av absolut magnitud, M. Om vi satter in [ och satter
avstandet till 10 pc far vi

d

=>l 10pc

dar d ar det verkliga avstandet till stjigrnan. Denna ekvation kallas for avstandsmodulen. Vart
att notera ar att absoluta magnituder ocksa kan skrivas som en kvot mellan luminositeter, pa
samma satt som tidigare:

m— M (2.7)

L
M — My = —251g fl (2.8)
2

2.1 Bolometrisk korrektion

Ofta anges magnituder enbart i det optiska spektrumet, alltsa synligt ljus, och all annan flux-
/luminositet bortkastas. Nar man bedriver astrofysik vill man dock ofta veta den totala lumino-
siteten/magnituden av en stjarna och behéver darfér korrigera for bortfallet. Detta kallas for
bolometrisk korrektion. Korrektionen, BC, gors i magnituder och ser darav ut som

Mp,. = My + BC (2.9)

dar Mg, ar den bolometriska (totala) magnituden och My ar magnituden i det synliga filtret.
Eftersom magnituder ar definierade utifran stjarnan Vega kommer stjarnor som liknar Vega
i temperatur ha en bolometrisk korrektion nara 0 medan stjarnor som antingen ar mycket
kalla eller mycket varma kommer ha stora korrektioner. Bolometriska korrektionsfaktorn kan
berédknas teoretiskt utifran planckkurvan men i praktiken anvands alltid tabeller for att korrigera
magnituder.

3 Svartkroppsstralning

3.1 Ljus

Ljus ar energi som kan beskrivas av vagrorelser eller partiklar som kallas fotoner. Det ar for det
mesta enklast att prata om ljus i form av vagor inom astronomin. Ljusets energi kan beskrivas
genom dess vaglangd A eller frekvens f. Vaglangden mats i meter, men da denna ofta ar mycket
liten anvands ofta nanometer, 1nm = 10~7m, eller Angstréom, 1A = 10~1%n. Frekvensen maéts i
Hertz, 1Hz = 1s~!. Ljusets hastighet i vakuum, c, ar alltid 299,792,458 /s, oavsett observator. Ett
enkelt samband mellan vaglangden och frekvensen skrivs

fA=c (2.10)

En hogre frekvens innebér en kortare vaglangd och en hogre energi. Det elektromagnetiska
spektrumet gar fran radiovagor kring 10%m till gammavagor i storleksordningen 10~ 4m. Endast
en brakdel av det elektromagnetiska spektrumet ligger inom synligt ljus.
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Radiovagor Infrarétt ljus Uv- Réntgen  |Gammastralning
AM FM TV Radar FIR NIR ljus Kosmisk stralning
1 I I I | I
100 m Tm lcm 0.01cm 1000 nm 10 nm 0.01 nm 0.0001 nm

Synligt spektrum

I ] | | | | | I | | [ I ] | | | |
700 nm 600 nm 500 nm 400 nm

Figur 2.2: Det elektromagnetiska spektrumet

Mer allmant, for alla typer av vagrorelser, galler
fA=0o 2.11)

dar v ar vagens hastighet.

3.2 Svartkroppar

Alla kroppar med en temperatur 6ver 0 K emitterar elektromagnetisk stralning. Manga stjarnor
och en del andra himlakroppar kan approximeras till svartkroppar. En svartkropp ar ett idealise-
rat objekt som absorberar all infallande stralning och sander ut stralning éver ett kontinuerligt
spektrum vars intensitet och form endast beror av objektets temperatur.

Spektrumet av en stjarna kan vara den viktigaste datapunkten av de tre nar det kommer till dess
analys. Genom spektrallinjer kan vi hitta stjdrnans kemiska innehall, genom spektrumets form
kan vi hitta temperaturen - T - och genom dess forskjutning kan vi hitta dess radiella hastighet.
Stjarnor i huvuddelen av sina liv kan ses som perfekta svartkroppar. Detta innebar att stjarnans
spektrum kan beskrivas av en planckkurva, vars form ges av Plancks stralningslag som ser ut
som foljande
27the? 1

A5 ehc/AkpT _q

B(A,T) = (2.12)
dar h ar Plancks konstant, ¢ ar ljusets hastighet, A ar vaglangden av ljuset, kg ar Boltzmanns
konstant och T ar den absoluta yttemperaturen av stjarnan. Det ar inte nddvandigt att kunna
anvanda denna formel i sig, men det kan vara bra att ha sett den da man kan harleda flera mycket
anvandbara samband fran den.
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Figur 2.3: Planckkurvor for nagra objekt av olika temperatur

Genom att derivera plancks stralningslag och finna derivatans nollpunkt far vi Wiens férskjut-
ningslag. Den beskriver ett enkelt samband mellan stjarnans yttertemperatur T och den vaglangd
dar stjarnan stralar som mest Ayy:

Amax * T = 2.898mm K (2.13)
Genom attistallet integrera dver alla vaglangder och vinklar far vi Stefan-Boltzmanns stralningslag.
L =4nR*-0oT* (2.14)

dar R ar radien av stjarnan och ¢ ar Stefan-Boltzmanns konstant. Pa detta vis kan vi finna radien
eller luminositeten av en stjarna, givet dess temperatur eller stralningsmaxima, eller vice versa.
D& harledningen av dessa tva formler involverar derivering och integraler ar det ej nédvandigt att
forsta sjalva harledningen. Man bor dock vara bekvdm med att anvdanda Wiens forskjutningslag
samt Stefan-Boltzmanns stralningslag.

4 Spektrallinjer

Stjarnspektrum foljer inte plancks stralningslag perfekt och ar darav inte perfekta svartkroppar
(dven om de ofta kan approximeras vara det). Dessa imperfektioner orsakas av att grundamnen i
stjarnornas atmosfarer absorberar fotoner av vissa specifika vaglangder. Detta ger upphov till
spektrallinjer, vilket ger svarta linjer i ett annars kontinuerligt spektra, eller hack i en planckkurva.
Djupet av dessa linjer/hack kan ge oss information om den kemiska sammansattningen av stjar-
nan. | praktiken bestar alla stjarnor till 75% av vate, 24% helium och resterande tyngre amnen
som vi kallar metaller”. Halten metaller kallas metallicitet.
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Spectrum of an F-type star
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Hydrogen atoms
--+ Calciumions
Sodium atoms

v

400 500 600 700 200
Wavelength (nanometers)

Figur 2.4: Spektrumet av en typisk stjarna av typ F. [|§|]

Spektrallinjernas bredd och position kan aven beraknas experimentellt och genom att jamféra
dessa med uppmatta varden ar det mdjligt att berakna andra fenomen och stérningar hos
stjadrnan samt dess relativa hastighet.

5 Dopplereffekten

Dopplereffekten ar ett fenomen som paverkar alla féremal som &ar i rérelse och séander ut nagon
typ av vagrorelse. Dessa kan vara ljusvagor, ljudvagor, eller vagor i vatten eller annat medium,
helt enkelt alla vagrorelser som har en vaglangd och en frekvens. Inom astronomin ar det dock
endast relevant att diskutera dopplereffekten for ljus.

Da det finns en relativ hastighet mellan observatéren och ljuskallan kommer den observerade
vaglangden av ljuset att forskjutas. Om ljuskallan ror sig bort fran dig sander den samtidigt ut ljus-
vagor i alla riktningar, vilket gor att vdgorna som ror sig i motsatt riktning jamfort med ljuskallan
kommer fa en langre vaglangd an vad de sandes ut med. Alltsa kommer du uppfatta att ljuset som
nar dig har en ldngre vaglangd samt ldgre frekvens, an vad det fran borjan sandes ut med. Man
sager att ljuset rodforskjuts, eftersom att ljus inom synliga vaglangder blir rodare. Det motsatta
sker om ljuskallan ror sig mot observatéren, da blaforskjuts ljuset eftersom vaglangderna blir
kortare.
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Longer Wavelength Shorter Wavelength
Low Frequency High Frequency

Figur 2.5: Dopplereffekten

5.1 Radialhastighet

Genom att berdkna hur mycket spektrallinjer for en viss stjarna forskjuts jamfért med teoretiska

varden, kan vi berdkna hur mycket ljuset forskjutits, och dédrmed stjarnans radiella hastighet. For
hastigheter v << ¢ galler féljande

A— /\0 (%

=2 = 2.15

o . =2 (2.15)

dar A ar den observerade vaglangden, A den sa kallade vilovaglangden, det vill saga det teoretiska

vardet for den specifika spektrallinjen. z ar rédférskjutningstalet, vilket ar ett varde fér hur mycket

ljuset forskjuts. Om z ar positivt innebar det att ljuskallan rér sig bort fran oss, och vice versa. Vid

mycket héga hastigheter, som blir i jamférbar storleksordning med ljusets (runt v > 0.1c), bor

relativistiska effekter tas i atanke enligt

i_ 1+v/c
A V1-—v/c

(2.16)

Det finns manga satt att skriva ovanstdende samband, det gar dven att uttrycka med den utsanda
frekvensen f, och den mottagna frekvensen f,

fr J1-=v/c
ﬁ_\/l+v/c_z+1 (2.17)

| de flesta fall racker det dock att anvanda formeln for icke-relativistisk dopplereffekt.
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Viktiga formler
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6 Uppgifter

Uppgifter markerade med * &r nagot 6verkurs och kraver vissa koncept som introduceras langre

fram i kompendiet.

2.1 (a) Hur manga bagsekunder ar 0,5°?

(b) Forklara med hjalp av en figur begrep-
pet parallax.

(c) Vad star r och p foriformelnr =1/p
och vilka ar enheterna?

(d) Berakna avstandet i parsec till stjar-
nan Ross 614 som har en arlig paral-
lax av 0,25".

(e) Rakna om det till ljusar.

2.2 Proxima Centauri ar den stjarna som be-
finner sig narmast solsystemet. Den har
en arlig parallax av 0,76", uppvisar en egen-
rorelse pa 3,85"/ ar och en radialhastighet
pa 16 km/s.

(@) Hur langt bort befinner den sig?

(b) Hur stor &ar Proxima Centauris
tangentialhastighet?

(c) Hur stor ar Proxima Centauris totala
hastighet i forhallande till solen?

2.3 Over loppet av ett ar verkar en stjarna flyt-
ta sig 0.38"” 6ver natthimlen och sen tillba-
ka igen. Hur langt bort &r stjarnan?

2.4 (a) Forklara forhallandet mellan flux, lu-
minositet och absolut magnitud.

(b) Forklara skillnaden mellan absolut
och apparent magnitud.

2.5 Hur stort flux ger stjarnan Vega som har
en apparent magnitud pa 0.00?

2.6 (a) Vilken av stjarnorna Betelgeuse («
Ori) och Rigel (B Ori) ar starkast pa
himlen?

(b) Hur stor ar skillnaden i magnitud?
(c) Berakna hur stortforhallandet ar mel-
lan stjarnornas flux.

2.7 (AOjr-final 2023) Solinstralningen vid jor-
den ar cirka 1360 W/m?2. Vad hade solin-
stralningen varit om jorden befunnit sig
dubbelt sd l1angt fran solen? Svara i W/mz2,

2.8 {1 Lyr och ¢2 Lyr ar tva stjarnor som be-
finner sig valdigt nara varandra och som
inte kan uppfattas som tva skilda stjarnor
utan teleskop. Deras enskilda magnituder
ar 4.30 respektive 5.70. Vilken magnitud
skulle en manniska se dem tillsammans?

2.9 En stjarna har en bolometrisk korrektion
pd -0.19. Vad ar kvoten av ljusstyrkan mel-
lan den stralning som stjarnan sander ut
i det synliga spektrumet jamtemot hela
spektrumet?
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2.10

2.1

2.12

2.13

2.14

2.15

Vilovaglangderna for Balmerseriens linjer
ar linje vaglangd

Ha 656,272 nm

Hp 486,133 nm

Hvy 434,047 nm

Hé 410,174 nm

Vid en spektralmatning av en stjarna mat-
te man upp vaglangden for Hp till 486,157
nm.

(@) Hur stor ar stjarnans radiella hastig-
het i forhallande till jorden i matning-
en?

(b) Var rorelsen riktad mot eller fran oss?

Den lagsta magnituden en manniska kan
se vid perfekta tillstdnd ar runt 6.5. Det
finns ungefar 9100 stjarnor som ar mer
ljusstarka an 6.5 magnituder. Om alla des-
sa skulle vara fordelade jamt pa himlen,
vad skulle medelvinkeln mellan tva nérlig-
gande stjarnor vara?

Donis observation (AQjr-final 2025) En
|6rdag kvall &r Doni ute och stjarnskadar
nar han marker en speciell stjarna. Do-
ni har otroligt bra syn och ser att den ar
0,0006" stor pa natthimlen. Genom nag-
ra berakningar fick vi reda pa att avstan-
det till stjarnan ar 3,6 parsec. Bestam dess
verkliga diameter.

Anta att en typ 1a-supernova med abso-
lut magnitud M = -19,5 skulle uppsta pa
avstandet 9kpc. Berakna vilken apparent
magnitud supernovan skulle fa.

Betrakta en modell av stjarnan Dschub-
ba (4 Sco), den centrala stjarnan i huvudet
av konstellationen Skorpionen. Antag att
Dschubba ar en sfariska svartkropp med
en yttemperatur pa 28,000 K och en radie
pa 5.16 x10° m. L4t denna modellstjar-
nan vara 123 pc fran jorden. Bestam fol-
jande for stjarnan: luminositeten, abso-
luta bolometriska magnituden, apparen-
ta bolometriska magnituden, avstandsmo-
dulen, fluxet matt vid stjarnans yta, fluxet
matt fran jorden och den maximala vag-
langden Amax.

Andromedagalaxen har en magnitud pa
3.44. Detta borde betyda att om vi kan

2.16

217

2.18

2.19

2.20
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se stjarnor ned till 6.5 magnituder att vi
relativt 1att borde kunna se Andromedaga-
laxen valdigt tydligt under normala natter.
Detta ar dock inte fallet (préva sjalv om du
kan se andromedagalaxen med dina 6gon,
jamfor ocksa hur en stjgrna med samma
magnitud ser ut). Forklara varfér Andro-
medagalaxen ar mycket svarare att se an
en stjdrna med samma magnitud. Ar det
rimligt att anvanda en absolut magnitud
fran 10 pc nar man talar om galaxer och
stora objekt?

(AQjr final 2025) Cepheidvariabler ar stjar-
nor vars luminositeter varierar med tid. En
specifik Cepheidvariabel observeras tka
sin temperatur fran med 30% och 6ka sin
luminositet med en faktor 5. Hur férand-
ras dess radie?

Rymdsignaler (AOjr-final 2024) Ett av
de frekvensband som anvands fér ESAs
nya satellitnavigationssystem GALILEO ar
1575 MHz. Vad ar vaglangden av detta
ljus? Ar det mer eller mindre energirikt 4n
synligt ljus?

Avstandet till klotformiga stjarnhopar kan
oftast bestdmmas med hjalp av RR Lyrae-
variabler, vilka har den absoluta magnitu-
den 0.6 i medeltal. | stjarnhopen M3 finns
det en mangd sddana. De har apparenta
magnituder i medel 15,6. Berdkna avstan-
det till M3.

En stjdrnas yta 6kar med radien i kvadrat.
Vilken stjarna har stoérre luminositet?

(@) En med flux 10 W/m? vid stjdrnans
yta och lika stor radie som solen eller
en med flux 10'3W /m? vid stjdrnans
yta och dubbelt sa stor radie som so-
len?

(b) En med yttemperaturen 6000 K och
lika stor radie som solen eller en med
temp 5000 K och dubbelt sa stor ra-
die?

Kosmiska avstand (AOjr-final 2024)
Supernovor av typ 1a uppstar nar vita
dvargar samlar pa sig massa tills de 6ver-
skrider Chandrasekhargransen pa 1,44
solmassor. Eftersom supernovorna all-
tid intraffar vid samma massa kommer
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de alltid ha samma absoluta magnitud: 2.25 Alien planet (AQOjr-final 2024) En huvudse-

-21,5. Vi observerar en sadan supernova riestjarna har fatt sin maximala utstralade
med den apparenta magnituden +7,5 i vaglangd matt till 190nm. Uppskatta pa
M101 (Pinwheel Galaxy). Hur langt borta vilket avstand till stjdrnan du hade behovt
ar M101? befinna dig for att uppleva samma ljusstyr-
ka som vi upplever fran solen pa jorden.
2.21 Milles kér bil. Han gillar inte att stanna vid Svara i astronomiska enheter.

rédljus. Hur snabbt maste Milles kéra for
att fa rodljuset (625 nm) att se gront ut
(505 nm) for honom? Om allt ar relativ,
kan han argumentera for varfér han inte

borde fa boter?
2.26 (AO-final 2021) Pa vilken punkt i rymden

2.22 (I0AAjr23) Barnards stjarna har en paral- mellan solen och Sirius lyser dessa him-
lax p& 0,552 bagsekunder, och dess egen- lakroppar lika starkt? Sirius magnitud ar
rérelse ar = 10,31 bagsekunder/ar. Frén -1.4 och avstandet mellan Sirius och solen
dess spektrum sag en observatér att ab- ar 2,637 pc.

sorptionslinjen syns vid 656,044 nm istal-
let for vid 656,281 nm. Vad ar den sam-
manlagda hastigheten av Barnards stjarna
relativt observatéren?

2.27 (I0AAjr23, (endast delar av uppgiften)) Siri-
us ar den ljusstarkaste stjarnan pa natt-
himlen under vintern pa norra halvklo-
tet och sommaren pa sédra. Den har ap-
parent magnituden m, = —1,47mag. Siri-
us B ar den binara kompanjonen till Siri-
us A och dess magnitud ar m, = 8.5mag.
Deras omloppstid ar 50 ar och parallax-
en for systemet ar 350 millibagsekunder,
medan deras separation ar 7 bagsekun-
der. Du kan anta att Sirius A har yttem-
peraturen T = 10,000K. Temperaturen
hos Sirius B uppskattas till 25,000K. Ba-
da stjarnorna har bolometriska korrektio-
nen-0.4. En absolut bolometrisk magnitud
som ar lika med noll motsvarar luminosi-

teten 3 x 102W. Banan antas vara cirkular

och synlinjen ar i rat vinkel mot banplanet
hos systemet.

2.23 Var storsta granne (AQjr-final 2024)
Andromeda ar 3 grader i diameter pa
stjdrnhimlen och har den apparenta mag-
nituden 3,44. Astronomer har berdknat
den absoluta magntiuden till -21,0. Vilken
diameter har Andromeda i kpc?

2.24 Mostafas favoritstjarna (AOjr-final 2025)
Mostafa har med ett teleskop tagit fram
ett spektrum av sin favoritstjdrna. Den
finns i figur 2.6. Uppskatta temperaturen,
luminositeten och radien av denna stjar-
na. Stjarnan befinner sig pa huvudserien,
endast en vardesiffra kravs.

! (a) Berakna luminositeten och radien
hos Sirius A och B.

350 375 400 425 450 475 500 525 550
Vaglangd (nm)

Figur 2.6: Spektrumet for en stjarna, genererad (b) Vilken &r separationen i banan hos
med POLLUX. systemet i meter?
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(a) 2007-01-01

B

(b) 2007-07-01

(c) 2008-01-01

Figur 2.7: Tre bilder tagna vid tidpunkter da pa-
rallaxen ar som storst for stjarna A.

2.28 | figur 2.7 visas tre bilder pa en liten del av

stjarnhimlen enligt skalan i figuren. Ska-
lan ar i vinkelmatt langs en storcirkel dver
himlavalvet. De ar tagna med ett halv ars

2.29

2.30

2.31
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mellanrum sa att parallaxen for stjarna A
ar maximal mellan 2.7a och 2.7b.

(@) Hur langt ar det till stjarna A?
(b) Hur langt ar det till stjarna B?
(c) Hur stor ar stjarna Bs egenrorelse?

(d) Hur stor ar stjarna Bs tangentialhas-
tighet?

x Latt att skina nar man dér omgiven
av stjarnor (Final 2024) Herkuleshopen,
M13, ar en klotformig globular stjarnhop
(kluster) i stjarnbilden Herkules. M13 &r
6800 pc fran oss och har en skenbar stor-
lek pa 20 bagminuter (i diameter) vilket
motsvarar en radie pa 19,8 pc, dessutom
ar magnituden av M13 5,8.

(a) Om vi uppskattar att alla stjarnor i
M13 liknar var sol (vilket inte ar ett
korrekt antagande), hur mycket mas-
sa finns da i M13?

(b) Uppskatta medelavstandet mellan
tva narliggande stjarnor i stjgrnho-
pen.

(IOAAjr24) Interstellart stoft varms upp av
het joniserande stralning fran unga bla
stjarnor. De ateremitterar sedan UV-ljuset.
Ett stoftmoln i en stoftrik galax har ny-
ligen studerats av en forskare. Gor den
forenklande approximationen att du kan
behandla stoftmolnet som en svartkropp.
Hjalp honom att besvara foljande fragor:

(a) Hitta den vaglangd dar stoftets emis-
sion toppar (Am.x) om det har en tem-
peratur pa T = 50K.

Forskaren faststaller att stoftet har
en total luminositet av Ly, = 1,6 X
10" L,.Uppskatta storleken pa stoft-
molnet genom att anta att stoftet ar
sfariskt fordelat.

x Uppskatta stoftmolnets vinkelstor-
lek & om den kosmologiska rédfor-
skjutningen for galaxen, z ar 0,01.
(Ledtrad: har behoévs hubbles lag,
kommer langre fram i kompendiet)

(b)

()

x Stjarnan Nova Stella. Foljande data har
samlats fran den avlagsna stjarnan Nova
Stella med teleskop pa jorden. Stjarnans
apparenta magnitud ar +9,9
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(@) Bestam avstandet till stjarnan fran
Jorden.

(b) Bestam stjarnans luminositet i sollu-
minositeter

(c) Bestam stjarnans temperatur samt
vilken typ av stjdrna den ar utifran ett
HR-diagram.

(d) Bestam stjarnans massa och radie i
solmassor och solradier.

(e) Bestam stjarnans totala hastig-
het, inkludera bade vinkelhastighe-
ten(tangentiell) dver himlen och radi-
ell hastighet.

1e6

—— Spectrum
®  Amac=B8203.66 A

Flux
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Figur 2.9: Inzoomad plot av H, linjen i Nova Stel-
la.
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Figur 2.8: Spektrumet av Nova Stella. Datan har
genererats via POLLUX.
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Kapitel 3

Koordinatsystem

1 Geografiska koordinatsystemet

For att kunna beskriva var nagot befinner sig pa jorden behdéver vi ett koordinatsystem. Precis
som pa ett vanligt koordinatplan kan vi ange en position med tva tal, men eftersom jorden ar
sfarisk maste koordinaterna anpassas till en krokt yta.

Latitud

Latitud anger hur langt norr eller séder om ekvatorn en plats ligger.
Ekvatorn definieras som den stora cirkel som ligger mitt emellan nordpolen och sydpolen.
Den delar jorden i tva halvklot.

Latitud mats i grader: 0° vid ekvatorn, +90° vid nordpolen, —90° vid sydpolen.

Longitud

Longitud anger hur langt oster eller vaster om en vald nollpunkt en plats ligger.
Till skillnad fran latitud finns det ingen naturlig nollpunkt for longitud. Man har darfor definierat
en referenslinje: nollmeridianen, som gar genom Greenwich i Storbritannien.

Longitud mats i grader: 0° vid Greenwich, upp till +-180° dsterut, upp till —180° vasterut.

Longitudlinjer kallas meridianer. Alla meridianer ar storcirklar som gar genom bade nordpolen
och sydpolen.

Figur 3.1: Longitud och latitud. Kalla: https://lifeofstardust.com/forarintyg/

56
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Hur koordinaterna fungerar tillsammans

En punkt pd jordens yta bestams alltsa av tva vinklar:

(¢,A) dar ¢ = latitud och A = longitud.
* Latitudcirklar (forutom ekvatorn) &r smacirklar.
*= Meridianer ar storcirklar.
* Ekvatorn ar ocksa en storcirkel.

Detta kommer bli tydligare senare nar vi 6vergar till sfarisk geometri, delkapitel 3.

2 Tid

| astronomi maste man vara noga med vad man menar med ett dygn. Jorden roterar runt sin axel,
men den ror sig ocksa samtidigt runt solen. Darfor finns det tva naturliga satt att definiera ett
dygn, beroende pa vilken referens man jamfor med.

Soldygn (synodiskt dygn)

Ett soldygn (kallas ocksa synodiskt dygn) ar tiden mellan tva tillfallen da solen star som hogst pa
himlen (kulminerar), t.ex. fran en lokal middag till nasta. Detta ar det dygn vi anvander i vardagen
och det ar definerat som:

Teo = 24 .

Sideriskt dygn

Ett sideriskt dygn ar tiden det tar for stjarnhimlen att atervanda till samma lage, dvs. tiden mellan
tva passager av en avlagsen stjarna éver samma meridian. Det sideriska dygnet ar ungefar:

Tsig =~ 23h56min4s.

Varfor blir det inte 24 h? Under ett dygn hinner jorden inte bara rotera, utan ocksa flytta sig en
liten biti sin bana runt solen. Nar jorden har roterat ett helt varv relativt stjgrnorna pekar samma
meridian mot samma stjarnor igen, men solen ligger da inte exakt pa samma plats, eftersom
jorden har forflyttat sig langs banan. For att solen ska sta pa samma plats igen maste jorden
rotera lite extra. (Darfor blir soldygnet lite langre an det sideriska dygnet.)

Figur 3.2: Skillnaden mellan sideriskt och synodiskt dygn. Kélla: https://commons.wikimedia.or-
g/wiki/File:Sidereal_day_%28prograde%29.svg



58 KAPITEL 3. KOORDINATSYSTEM

Soldygn (24 h) Sideriskt dygn

Handlar om solen (solhdjd, Handlar om stjarnornas lage pa
solkulmination, soltid, skuggor) himlen

Du foljer solens rorelse dag till  Du arbetar med rektascension
dag (RA) och lokal stjarntid

Tumregel: Solen som referens = soldygn. Stjdrnorna som referens = sideriskt dygn.

3 Sfarisk trigonometri

Himmeln ar en sfar, alltsd maste vi lara oss hur vi beraknar avstand och vinklar pa en sfar for att
fa en battre forstdelse for observationer och koordinatsystem.

3.1 Storcirklar

En storcirkel ar skarningen mellan en sfar och ett plan som gar genom sfarens centrum. Stora
cirklar ar de stérsta mojliga cirklar som kan ritas pa en sfar, och de delar sfaren i tva lika halvor.
Pa Jorden ar ekvatorn och longitudlinjerna exempel pa storcirklar. Alla storcirklar har samma
radie som sjalva sfaren.

N

: :
) I3
, s

2

Figur 3.3: Storcirklar ar skarningen av ett plan genom klotets mitt.

| sfarisk geometri mats alla vinklar mellan storcirklar som visas i Figur [3.4a] (Tank: vinkeln
mellan tva plan genom sfarens centrum.)
3.2 Varfér mats sidorna i vinklar?

Betrakta den sfariska triangeln som visas i Figur[3.4b] Till skillnad fran en plan triangel &r sidorna
i en sfarisk triangel inte rata linjer, utan bagar av stora cirklar. En storcirkel ar en cirkel pa sfaren
vars centrum sammanfaller med sfarens centrum (t.ex. ekvatorn eller en meridian pa jorden).
Langden av dessa kan matas pa tva satt:

* som en verklig langd pa ytan (t.ex. i kilometer),
* eller som den centrala vinkel som bdgen sparrar upp vid sfarens centrum.

Om radien ar R och baglangden ar s galler sambandet

s = RO,



59 KAPITEL 3. KOORDINATSYSTEM

(a) Vinkeln mellan tva storacirklar. (b) En sfarisk triangel.

Figur 3.4: Tvd demonstrerande sfarer.

dar 6 arvinkeln i radianer. Genom att arbeta direkt med 0 slipper vi bara med oss radien i formler.
(Det gor att samma formler funkar for alla sfarer, oavsett storlek.)

Det ar darfor sidorna a, b och c i en sfarisk triangel anges i vinkelmatt (grader eller radianer)
snarare an i langdenheter.

3.3 Sinus- och cosinusformler for sfariska trianglar

Paytan av en sfar bildas en sfarisk triangel av tre bagar av stora cirklar. Den sfariska cosinuslagen
och den sfariska sinuslagen relaterar vinklar och sidor i dessa sfariska trianglar.

For en sfarisk triangel med sidorna 4, b och ¢, och vinklarna A, B och C mot dessa sidor, ar
formlerna som foljer:

Sfarisk cosinuslag Sfarisk sinuslag

. inb .
cosa = cosbcosc+ sinbsinccos A 3.1 s.ma = s'm = s.mc (3.2)
sinA sinB sinC

Dessa formler gor att vi kan berdkna vinklar eller sidor i en sfarisk triangel nar vi kanner till de
andra kvantiteterna.

Viktig Not: Vi behdver bara tre komponenter av en sféarisk triangel fér att kunna hitta de
andra komponenterna. (Det viktiga ar att de tre du har racker for att 16sa triangeln.)
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3.4 Exempel: Hitta avstandet mellan tva stader pa Jorden

Lat oss tillampa sfarisk geometri for att hitta avstandet mellan tva stader pa Jorden. For att gora
detta behdver vi latituden och longituden for varje stad.
Att representera latituden fran ekvatorn ar enkelt eftersom det ar en bage av en storcirkel. | Figur

3.5|visas tva stader pa Jorden. Det vinkelmdassiga avstandet mellan staderna och ekvatorn &r
latituden, betecknad ®. Darfor ar det vinkelmassiga avstandet mellan staderna och Nordpolen
90° — ®. Dessutom ar skillnaden i longituderna A viktig for att bestamma avstandet mellan tva
punkter pa Jorden. Denna longitudskillnad mats som en vinkel vid Nordpolen (punkt P), som
visas i figuren.

Figur 3.5: Representation av tva stader pa Jorden

Det vinkelmassiga avstandet mellan tva stader, betecknat 6, kan bestammas genom att tillampa
cosinuslagen pa den sfariska triangel som bildas av staderna. Utifran den sfariska cosinuslagen
for triangeln far vi

cos B = cos(90° — ¢1) cos(90° — ¢5) + sin(90° — ¢ ) sin(90° — ¢p) cos(AA).
Snabb paminnelse: Kom ihag identiteterna
cos(90° —x) =sinx  och sin(90° — x) = cos x.
Den anvands nar man byter mellan komplementvinklar.
Den slutliga ekvationen vi behover ar alltsa
cos 0 = sin ¢y sin ¢ + cos ¢y cos P cos(AN). (3.3)

Det ar denna formel som anvands i praktiska berdkningar for att bestdmma storcirkelsavstandet
mellan tva punkter med kanda latituder och longituder.

For att konvertera detta vinkelmassiga avstand till ett fysiskt avstand (t.ex. kilometer), mul-
tiplicera den centrala vinkeln 6, uttryckt i radianer, med jordens radie. Formeln for det fysiska
avstandet d blir da

d=Rx9,

dar R ar jordens radie (6378 km).
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4 Himmelssfaren

Inom astronomi férestaller man sig ofta himlen som en enorm sfar som omger Jorden, kand
som himmelssfaren. Punkter pad himmelssfaren motsvarar stjarnor, planeter och andra objekt.
Denna modell hjalper oss att visualisera himmelska koordinater och navigera natthimlen.

Betrakta en person som star ngonstans pa Jorden, som avbildas i Figur[3.6] Vi bendmner jordens
nordpol som P, och antar att nordpolen ar en riktning i rymden, representerad av en vektor.

Dessutom uppfattar var person en horisont, avbildad som en linje som inkluderar de norra
(N) och sédra (S) punkterna som riktningar mot norr och séder pa Jorden. Men dessa riktningar
skiljer sig fran riktningen mot den nordliga polen (P) pa himlen, eftersom de ar fran observatorens
perspektiv.

Om vi betraktar en parallell riktning till P fran observatoéren kan vi definiera punkten P pa den
himmelska sfaren for observatéren. Observera att pa den himmelska sfaren spelar endast
riktningarna roll. Sfarens radie paverkar inte definitionen, och det antas normalt vara oandligt.
For representations skull kommer vi att betrakta en liten radie har.

Nu, betrakta jordens ekvator. Om vi tar en parallell storcirkel (representerad med orange farg)
pa himmelsfaren, kan vi definiera himmelsekvatorn. Vinkeln mellan riktningen mot jordens
nordpol och observatdren ar 90°— latituden (®) for observatéren. Som visas i figuren definierar
detta en motsvarande vinkel pa himmelsfaren.

Riktningen som pekar uppat pa himlen for observatoren ar betecknad som z (zenit).

Figur 3.6: https://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/planet-color-icon-earth-symbol-
world-sign-vector-45684759

Nu tar vi bort Jorden och betraktar endast den himmelska sfaren, roterar den sa att observa-
téren star vertikalt och z pekar uppét. Detta ger oss bilden i Figur[3.7}

| denna vy visas himmelsekvatorn och punkterna N, S, P och z. Det finns ytterligare punkter
som anvands fér att beskriva himlen. De férsta och enklaste ar Ost (E) och Vést (W) punkterna,
belagna pa horisonten. De ar vid skdrningen mellan himmelsekvatorn och horisontcirkeln.

Vi har ocksad punkten Q, som ar belagen i motsatt riktning mot punkt P. Slutligen definierar
vi punkterna R och T som de nedre och évre punkterna pa himmelsekvatorn. Latitudvinkeln ar
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ocksa representerad i bilden.

90° — P

Figur 3.7: Viktiga punkter pa himmelssfaren.

Nedan finner du formella och mer precisa definitioner av dessa punkter:
* N — riktningen mot norr pa horisonten, enligt en kompass.

* S — riktningen mot s6der pa horisonten, enligt en kompass.

* P (Norra himmelspolen): Punkten pa himmelsfaren rakt ovanfor jordens nordpol. Den

ar rotationscentrum for stjarnhimlen pa norra halvklotet och ligger mycket néra Polaris
(Polstjarnan). Den ar i praktiken fixerad pa himlen. Tumregel: hp = ¢ dar hp &r norra
himmelspolens héjd 6ver horisonten och ¢ ar observatérens latitud (pa norra halvklotet).

Q (Sodra himmelspolen): Detta ar punkten direkt ovanfor jordens sydpol pa himmelsfaren.
Den ligger mittemot norra himmelspolen. S6dra himmelspolen &r inte synlig fran norra
halvklotet men kan ses fran sédra halvklotet.

Z (Zenit): Zenit ar punkten pa himlen som ligger rakt ovanfér observatéren. Den represen-
terar den "hogstapunkten pa himmelsfaren sett fran en observators perspektiv. Hojden av
zenit 6ver horisonten ar alltid 90° for varje observator.

Ekvator (Himmelsekvatorn): Himmelsekvatorn ar projektionen av jordens ekvator pa
himmelsfaren. Den delar himmelsfaren i norra och sédra halvklotet, precis som jordens
ekvator delar planeten i en nordlig och en sydlig halva. Himmelsekvatorn skar himmelsme-
ridianerna i rata vinklar. Ekvatorn ar en imaginar cirkel som stracker sig runt hela himlen,
och stjarnor som befinner sig langs den gar upp och ner exakt i 6ster och vaster.

E (Ost): Punkten pd himmelsfaren dar himmelsekvatorn skér horisontcirkeln i éstlig riktning
och markerar horisontens 9dstligaste punkt.

W (Vast): Punkten pa himmelsfaren dar himmelsekvatorn skar horisontcirkeln i vastlig
riktning och markerar horisontens vastligaste punkt.

R och T (Oversta och Nedersta Punkten av Himmelsekvatorn) — Dessa punkter har
ingen sarskild betydelse; de representerar helt enkelt den hdgsta (Iangst ovanfor horisonten)
och den lagsta (langst under horisonten) positionen av himmelsekvatorn.
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5 Rymdkoordinater

Det finns flera olika koordinatsystem som astronomer anvander. Nar vi studerar stjarnhimlen
brukar vi géra det enkelt for oss sjalva och se universum som geocentriskt vilket leder oss till att
anvanda himmelssfaren for vara system.

Centralt for dessa system ar att vi definierar den sa kallade ekliptikan vilket ar den bana
pa stjarnhimlen som solen tar under ett ar, vilket ocksa ar den ungefara banan alla planeter
tar 6ver himlen. Denna linjen ar i 23,5° vinkel mot himmelsekvatorn och korsar i tva punkter,
hostdagjamningspunkten och vardagjamningspunkten, vilket &r dar solen befinner sig under
hostdagjamning respektive vardagjamning.

5.1 Alt-azimut

Detta ar kanske det mest intuitiva systemet och utgar mycket fran hur vi ser saker fran jorden.
Systemet utgar fran hur stjarnhimlen ser fran observatérens hall. Vi behover tva koordinataxlar
for att beskriva himlen.

* Hojd/altitud ar den vinkelrata avstandet fran objektet till horisonten: negativt nedanfor
och positivt ovanfor. Vid horisonten ar a = 0°, och vid zenit (rakt ovanfér) ar a = 90°. Hoéjden
kan inte 6verstiga 90 grader.

* Azimut ar den vinkelrata avstandet fran norr langs horisonten, matt medurs, och stracker
sig fran 0° till 360°. Till exempel:
- Norr (N) har A =0°
- Ost (E) har A = 90°
- Syd (S) har A = 180°
- Vast (W) har A = 270°

Aven om dessa definitioner kan verka komplexa, gér en visualisering pa en sfar, som visas i
Figur 3.8] allt mycket tydligare.

Na

Figur 3.8: Representation av Hojd och Azimut system

Alt-azimut systemet ar ett bra system for att ange hur teleskop ska riktas for att finna ratt
stjarna utifran vaderstrecken. Problemet ar att pa grund av jordens rotation sa andras stjarnornas
koordinater valdigt snabbt och eftersom jorden ar rund sa kommer observatorer pa olika platser
fa olika koordinater for samma stjarna vid samma tid.
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5.2 Ekvatoriellt (lokalt)

Det Ekvatoriella (lokala) koordinatsystemet ar baserat pa den himmelska ekvatorn och utgor ett
steg mot det Ekvatoriella (sideriska) koordinatsystemet, som ar oberoende av observatérens
plats och tid.

Jamfort med Alt-Azimut-koordinatsystemet, dar koordinaterna snabbt forandras med tid och
plats, erbjuder det lokala ekvatoriella systemet en mer stabil referensram. Det anvands ofta som
ett mellanled for att éverfora information fran Alt-Azimut till det sideriska systemet. Detta system
kraver tva vinklar: .

* Tidsvinkel (H) &r som longitud men pa himlen. Den mats langs den himmelska ekvatorn,
med start fran punkten T (den hogsta punkten pa den himmelska ekvatorn) och ror sig
mot vaster. Eftersom alla objekt roterar parallellt med ekvatorn, representerar denna vinkel
tiden. (Nar tiden gar andras H.) Till exempel vid punkt T &r H = 0°. Punkten W har H = 90°,
och punkten E kan ha H = —90° eller H = 270° (vi féredrar H = —90°).

* Deklination (Dec eller ¢) ar analog med hojd, men den definieras fran den himmelska
ekvatorn. Nar man ror sig norrut 6kar deklinationen, och ndr man roér sig sdéderut minskar
den. Till exempel:

Vid punkt P, § =90° och vid punkt Q, § = —90°
En punkt pa den himmelska ekvatorn har § = 0°.

For battre forstaelse, se illustrationerna i|Figur 3.9

Na

Figur 3.9: lllustration av det Ekvatoriellt (lokalt) Koordinatsystemet
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5.3 Ekvatorial (siderisk)

Det finns en viktig punkt pa himmelsekvatorn som kallas vardagjamningspunkten. Den sym-
boliseras ofta som T, vilket syftar pa zodiaktecknet Vaduren (Aries). Vardagjamningspunkten
markerar den position pa himlen (ungefar i stjarnbilden Vaduren) dar man vid varens borjan
ser solen. Det ar ocksa en av de tva tidpunkter da solen passerar himmelsekvatorn. Darfor ar
vardagjamningspunkten en central referenspunkt pa himlen.

| det Ekvatoriella (sideriska) koordinatsystemet ar deklination (§) samma som tidigare, men
vi anvander inte langre timvinkeln (H). Istallet infér vi en mer allman koordinat: rektascension
(«), som ar vinkeln matt langs himmelsekvatorn relativt vardagjamningspunkten. Rektascension
liknar timvinkeln, men den ar inte exakt samma sak. Notera! En bagsekund deklination ar inte
samma avstand som en sekund rektascension!

Under dygnet “ror sig” vardagjamningspunkten langs himmelsekvatorn pa grund av jordens
rotation. Genom att kdnna till tiden kan vi bestdamma var vardagjamningspunkten ar, och darmed
koppla tidvinkel och rektascension till varandra. Det hér koordinatsystemet visas i[Figur 3.10]

Na

Figur 3.10: Illustration of Right Ascension («) with respect to the Vernal Equinox.

5.4 Ekliptiska koordinatsystemet

Det ekliptiska koordinatsystemet bygger pa det plan dar jorden ror sig runt solen, alltsa ekliptikplanet.
Solens vag over dret ligger i detta plan, och vinkeln mellan ekliptikplanet och himmelsekvatorn ar
ungefar e = 23.44°. Detta system ritas ofta tillsammans med himmelsekvatorn fér att man ska se
lutningen tydligt.

Precis som i det ekvatoriella koordinatsystemet anvander det ekliptiska systemet tva huvudko-
ordinater: ekliptisk longitud (1) och ekliptisk latitud (B). Dessa beskriver var himlakroppar ligger i



66 KAPITEL 3. KOORDINATSYSTEM

forhallande till ekliptikplanet. Diagrammet i|Figur 3.12|visar detta mer i detalj.

Figur 3.11: Ecliptic coordinate system

North Celestial Pole

Vernal :Equinox
(or First Point of Aries)

Figur 3.12: Ekliptiska koordinatsystemet fran jordens perspektiv

5.5 Solen pa ett sfar

Solen ror sig langs ekliptikan. Det betyder att i boérjan av varen, runt 20 mars, ar solen vid
vardagjamningspunkten. | borjan av sommaren (pa norra halvklotet), runt 21 juni, nar solen sitt
storsta vinkelavstand ovanfor himmelsekvatorn, ungefar 23.44°, vilket kallas sommarsolstandet.
| borjan av vintern, runt 21 december, ligger solen ungefar 23.44° under ekvatorn, vilket kallas
vintersolstandet.
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Under en enda dag kan man (med god approximation) anta att solen har konstant deklination
6. Det betyder att den ror sig parallellt med himmelsekvatorn under dagen. Denna dagliga rorelse
visas i|Figur 3.13

Figur 3.13: Sun's movement during a day for different seasons

Nu gar vi tillbaka till det ekliptiska koordinatsystemet och beskriver solen i det systemet.
Eftersom solen ligger pa ekliptikan har den ekliptisk latitud Bsyn = 0°. Detta visas i|Figur 3.14

=3

D
£
Y

°

Figur 3.14: Sun’s movement during a day in the ecliptic coordinate system

sin(dsyn) = sin(€) sin(Asyn)
360

Nu kan vi skriva nagra viktiga ekvationer som kopplar solens rektascension «, ekliptisk
)~ 36525

longitud A, och deklination ¢. Bevisen lamnas som en 6vning till de som laser extra kapitlet:

Sin(leun) = tan((ssun)
N,

tan(e)

(3.4)
N = Current Date — Vernal Equinox Date

(3.5)
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6 Kulmination

En himlakropp kulminerar nar den passerar din lokala meridian. Det ar planet som gar genom
zenit (Z), himmelspolerna (P) och observatdren. Under ett dygn passerar ett objekt meridianen
tva gdnger: en gang nar det star som hogst pa himlen (6vre kulmination) och en gang nar det
star som lagst (nedre kulmination).

I meridianplanet kan vi harleda objektets hojd éver horisonten genom att anvanda observato-
rens latitud ¢ och objektets deklination ¢.

hmin

Figur 3.15: Referenssystem for kulmination. C; markerar évre kulmination och C; markerar nedre
kulmination.

Ovre kulmination (/1,,.y)

Vid 6vre kulmination befinner sig objektet vid punkten Cs, som visas i figur[3.15] Denna punkt kan
antingen ligga sdder om zenit (héger i figuren) eller norr om zenit (vanster i figuren). Harledningen
av maxhoéjden hyax med hjalp av figuren Iamnas som en 6vning till lasaren.

Om objektet kulminerar séder om zenit galler

Hmax = 90° — ¢ + (3.6)
Om objektet istallet kulminerar norr om zenit galler
hmax =90° + ¢ — 0 (3.7)
Observera att dessa tva uttryck ar supplementvinklar. Det vill sdga att[Ekvation 3.7]kommer
ifrdn 180°—
Nedre kulmination (/i)

Vid nedre kulmination befinner sig objektet vid punkten C;. Detta ar objektets lagsta punkt under
dess dagliga rotation runt himmelspolen P. Vi anvander tva centrala geometriska fakta:

* Norra himmelspolens hojd éver horisonten ar lika med latituden:
hp = ¢
* Objektets vinkelavstand fran polen (poldistansen) ar

90° — ¢
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Den lagsta hojden erhalls genom att subtrahera poldistansen fran polens hojd:
hmin = ¢ — (90° — 5)

Vilket forenklas till
Bnin = ¢ + 6 — 90° (3.8)

Notera:
* Om hyin > 0° gar objektet aldrig ner under horisonten. Det ar da cirkumpolart.

* Om hpyin < 0° gar objektet aldrig upp 6ver horisonten och kan darfor inte observeras fran
denna latitud.

Begreppet kulmination galler inte enbart stjdrnor utan aven andra himlakroppar, till exempel
solen.

Relationer mellan /i, och hiin

De tva kulminationshoéjderna innehaller tillsammans fullstandig information om objektets
dagliga rorelse. Sarskilt anvandbara ar deras summa och differens.
Med uttrycken ovan far vi

hmax + hmin
2

Detta visar att medelvardet av den hdgsta och lagsta héjden direkt ger objektets deklination.
Vidare fas

=0 (3.9)

M =90° — ¢ (3.10)

Detta innebar att halva skillnaden mellan kulminationshojderna ger zenitavstandet for him-
melspolen, vilket i sin tur bestammer observatdrens latitud.

Dessa relationer ar sarskilt anvandbara i praktiken: genom att mata ett objekts hdgsta och
lagsta hojd kan man alltsa bestamma bade dess deklination och observatérens latitud.
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Ovningar - 1

. Vid en observation mater en Doni att en stjarnas hogsta hojd ar 68° och dess lagsta hojd ar

12°.
(a) Bestam observatorens latitud.

(b) Bestam stjarnans deklination.
(c) Ar stjarnan cirkumpolar?

. Da Hugo drabbats av hemlangtan beslutade han sig att flyga fran Minchen (48°N, 11,5°E)

till Géteborg (57°N, 12°E). Vad blir storcirkelavstandet de skulle resa, om jordens radie ar
6371 km?

. Efter att ha forvaxlat "Austria” med "Australia” hamnade Mostafa pa ett flyg mot Sydney (34°S,

151°E) istallet for Alperna. Resan utgick fran Lund (56°N, 13°E). Vad blir storcirkelavstandet
de skulle resa, om jordens radie ar 6371 km?

. Harled [Ekvation 3.9|samt|Ekvation 3.10|fran ekvationerna for h,, och h,;,

. En observator pa okand plats mater att en viss stjarna har hmax = 74°  och  hpyin = —6°.

Kan du hjalpa honom bérja understka var han befinner sig?

. En stjarna ar cirkumpolar for en observatér pa latitud ¢.

(a) Visa att villkoret for cirkumpolaritet kan skrivas § > 90° — ¢.
(b) Forklara geometriskt med hjalp av figuren varfor detta maste vara sant.

. En observator i Sverige marker att en viss stjarna kulminerar exakt i zenit.

(a) Vad kan du saga om sambandet mellan stjarnans deklination och observatérens latitud?
(b) Vad blir da ki, for denna stjarna?

. Harled med hjalp av figur|Figur 3.15|ekvationen till i,y ifall stjarnan kulminerar norr om

zenit.

. En dag under varen ser Sarah solen pa en viss hojd 6ver horisonten. Hon undrar vilken

deklination solen har den dagen.
Om solens deklination ar ungefar 10°, vilken tid pa aret ar det troligt att det ar?

Den 1 maj monterar Victor sin kamera pa ett stativ for att fotografera solens lage vid lokal
middagstid. Han ar nyfiken pa hur 1dngt norr om himmelsekvatorn solen verkar ligga och
ber dig bestdmma solens deklination det datumet.

Anders pa jorden (AO Sr Final 2024) Anders star pa norra halvklotet och lade marke till att
langden hos den kortaste skuggan fér en 1,00 m lang vertikal stang en dag var 1,83 m och
att den langsta skuggan samma dag var 9,99 m. Berakna latituden for observatéren och
solens deklination denna dag.

(AO Sr Final 2023) En katt vid namn Schrodinger pa norra halvklotet markte att langden pa
den kortaste skuggan fran en 1.000 m lang vertikal pinne under en viss dag var I,,,;, = 1.732
m, och att samma pinne pd samma dag hade en maximal skugglangd pa 5.671 m. Bestam
latituden Schrodinger befinner sig pa, samt solens deklination pa den dagen. Solen kan
modelleras som en punktkalla och du kan férsumma atmosfariska effekter.
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8 Extra: Transformation mellan Alt-Azimut och Ekvatoriellt

For att utfora transformationen mellan Alt-Azimut och Ekvatoriellt (lokalt) ar det férsta steget att
identifiera de motsvarande vinklarna. Genom att tillampa geometriska principer kan vi harleda
dessa vinklar, som ar avgérande for konverteringen. Dessa vinklar visas i|Figur 3.18

:,:gr‘: 3.16: Alt-Azimut Koordinatsy- Figur 3.17: Ekvatoriellt (lokalt)

Figur 3.18: Motsvarande vinklar

| sfarisk geometri ar en av de viktigaste trianglarna **PZX triangeln**, dar Z represente-
rar objektet eller stjdrnan vi observerar. Denna triangel ar avgdérande for att transformera mellan
koordinatsystem.

De vinklar och den information vi behdver kan alla samlas i denna triangel, som visas i figuren
nedan:

Na

Figur 3.19: Forsta illustration av PZX Figur 3.20: Andra illustration av PZX
triangeln. triangeln.

Figur 3.21: PZX Triangeln i Sfarisk Geometri.
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Azimutvinkeln i PZX-triangeln

Azimutvinkeln A bildas vid zenitpunkten Z
mellan meridianplanet (som gar genom P
och Z) och objektets vertikalcirkel.
Eftersom bdda dessa ar storcirklar genom
sfarens centrum, ar vinkeln mellan dem lika
med den centrala vinkel som spéarras upp
vid centrum.

Detta innebar att vinkeln fran zenit ner till
horisonten motsvarar samma vinkelmatt
som sidan langs ekvatorn i den sfariska tri-
angeln.

\

\
\
n
n
1
|
i
/

Figur 3.22: Azimut A som vinkel vid zenit och motsvarande bage langs horisonten.

Genom att anvanda cosinus- och sinus-satserna kan vi utféra de nédvandiga transforma-
tionerna mellan de tva koordinatsystemen. Om du far tre komponenter av en sfarisk triangel
(vinklar eller sidlangder), kan du bestamma de aterstaende okanda.

Till exempel:

- Om du vet Deklination (d), Latitud (¢) och Tidsvinkel (H), kan du berdkna Héjd (2) med
sina = sin ¢ sind + cos ¢ cos d cos H, (3.11)
och Azimut (A) kan bestéammas genom

sind — sin¢ sina

COs A = (3.12)

cos ¢ cosa

- Alternativt, genom att kanna till Hojd (a), Tidsvinkel (H) och Deklination (d), kan du bestamma
Latitud (¢) via
sina — cos ¢ cos 6 cos H
sind

sing = , (3.13)
eller genom att istallet anvéanda omarrangerad sinuslag fran PZX-triangeln. Azimut (A) kan da fas
fran Sein H
cosa
Dessa var enbart **exempel** och inget man mdste komma ihdg. Du kan pa samma satt

konstruera andra anvandbara ekvationer beroende pa vilka tre storheter som ar givna.
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9 Ovningar-2
1. Rita PZX triangeln med alla dess vinklar.

2. Stjarnan Betelgeuse har deklinationen § = 7° och dess nuvarande timvinkel ar H = 60°.
Anta en observatdr i Stockholm, Sverige (latitud ¢ = 59° North). Hur hégt éver horisonten
ar Betelgeuse just nu (dess Altitude)?

3. Stjarnan Sirius har deklinationen § = —17°. En observatér i Kbpenhamn, Danmark (latitud
¢ = 55° North) ser att Sirius precis gar upp 6ver horisonten. Vad ar Sirius timvinkel i det
ogonblicket den gar upp?

4. At latitude ¢ = 45° N, the star Vega (6 = +39°, a = 18"36™56°) is just rising on the eastern
horizon.

Alex wants to know in which direction he should look to see it's rising. Calculate its azimuth
A, measured eastward from true north, at the moment of rising (altitude & = 0).

5. | bérjan av varen, pa 20 mars, i Paris, Frankrike, placeras en pinne med langd 1 meter
pa marken. Vid middagstid star solen inte rakt ovanfor. Istallet bildar den en vinkel med
horisonten som beror pa platsens latitud och tiden pa aret. Berdkna langden pa skug-
gan som pinnen kastar vid middagstid detta datum. Antag att pinnen ar vertikal och att
solens hojdvinkel bestams av Paris latitud (ungefar 48° North) och solens deklination vid
vardagjamningen (som ar 0°).

6. Pavardagjamningen (20 mars), i Madrid, Spanien, star Aria (1.8 meter 1ang) upp pa marken.
KI. 12:00 ser Aria den kortaste skuggan. Nar eftermiddagen gar blir skuggan langre.
Berakna langden pa Arias skugga kl. 15:00. Antag att Madrids latitud ar 40°.

7. Bevis foljande for solen:
sin(dsun) = sin(€) sin(Asun))

tan (Jsyn )

sin(asun)) = tan(e)



Kapitel 4

Optik

1 Bakgrund

Nar vi gor observationer av objekt i rymden ligger de sa langt borta att vi kan approximera ljuset
fran objekten som parallella ljusstralar, detta ar viktigt for att forsta hur optiken i ett teleskop
fungerar.

2 Linser

Linser ar genomskinliga optiska element som bojer ljus. Nar ljus passerar fran ett material till ett
annat, till exempel fran luft till glas, andras ljusets hastighet. Nar hastigheten andras andras dven
riktningen. Detta fenomen kallas brytning.

Brytningen beskrivs matematiskt av Snells lag, men i detta kapitel fokuserar vi pa de geomet-
riska konsekvenserna: hur stralar andrar riktning och var de méts.

Samlingslins - Konvex lins

En samlingslins ar tjockare i mitten an vid kanterna. Parallella ljusstralar som traffar linsen bryts
sa att de mots i en punkt bakom linsen. Denna punkt kallas fokus.

Briinnvidd

(Briinnpunkt)
Konvex lins

Samlingslins

Positiv lins

Figur 4.1: Parallella strdlar som bryts i en samlingslins och méts i fokus. Kalla: https://fy-
sik.ugglansno.se/kurs-optik/

Avstandet mellan linsen och fokus kallas fokallangd och betecknas f.
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Linsformeln

Nar objektet inte ligger pa oandligt avstand galler den sa kallade linsformeln:

_1.1 (4.1)

Dar:
* f ar fokallangden
* a ar objektavstandet

* b ar bildavstandet
For astronomiska objekt galler 4 — oo, vilket ger:

~0

Q| =

och darmed:

Bildens orientering

Nar en samlingslins skapar en verklig bild blir den: Upp och ner. Och Spegelvand
Detta ar anledningen till att bilden i ett astronomiskt teleskop ar inverterad. For astronomi

spelar detta ingen roll.

Aberrationer

| verkligheten ar linser inte perfekta.
Sfarisk aberration uppstar eftersom stralar nara kanten bryts annorlunda an stralar nara

centrum.
Kromatisk aberration uppstar eftersom olika vaglangder bryts olika mycket. Blatt ljus foku-

seras narmare linsen an rott ljus.

Figur 4.2: lllustration av kromatisk aberration. Kalla: https://en-academic.com/dic.nsf/enwi-
ki/2209714

Det ar darfor reflektorteleskop ofta anvands i professionell astronomi, eftersom speglar inte
lider av kromatisk aberration.
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3 Teleskop

Teleskop ar astronomens framsta verktyg nar det kommer till observationer. Teleskop kommer i
manga olika former och alla har sina for och nackdelar men i grunden fungerar alla pa samma
satt.

Teleskopets jobb ar att ta ljus fran en stor yta och koncentrera det pa en liten yta, detta gors
med en serie linser eller speglar. Teleskop som bestdr av linser kallas for refraktorer och teleskop
som anvander sig av speglar kallas reflektorer. Alla teleskop bestar av ett objektiv och ett okular,
dessa beskrivs ofta med en sa kallad bréannvidd och en fokallangd. Brannvidden ar diametern pa
en ljusinsamlande 6ppningen och ar mest relevant for objektivet och fokallangden ar avstandet
mellan 6ppningen och fokus eller den punkt dar allt ljus samlas.

Det ar viktigt att forsta att objektivet samlar in ljus och skapar bilden, medan okularet forstorar
den redan skapade bilden.

_— _
S // Okular

Objektiv

Figur 4.3: Schematisk bild av en refraktor. Linjerna visar ljusets vag i teleskopet.

| figuren ovan syns ett exempel pa hur en refraktor kan se ut. Ljuset kommer in genom
Oppningen till hoger dar det bryts av en lins till fokus. Sedan bryter en lins i okularet ljuset igen
sa det traffar 6gat aterigen som parallella stralar och bilden kan aterskapas pa nathinnan. Den
observante inser ocksa att det man ser nar man tittar genom ett teleskop kommer var upp och
ner.

=

Newtonian focus

Okular

Priméarspegel

Sekundéarspegel

Figur 4.4: Schematisk bild éver en refraktor. Linjerna visar ljusets vag i teleskopet.

Ovan syns en refraktor. Detta teleskop anvander sig av paraboliska speglar for att uppna
samma effekt som refraktorn. Bilden visar en reflektor med sa kallar newtonskt fokus detta
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innebar att det finns en sekundar spegel som ar vinklad 45° och dirigerar ut ljuset genom sidan pa
objektivet dar vi aterigen hittar ett okular. Det finns ett antal olika fokus som anvands i reflektor
teleskop newtonskt ar ett avdom enklaste ett annat som ar mycket vanlig syns i figuren nedan och
ar helt enkelt ett hal i primar spegeln sa man kan dirigera ljuset vidare till stora tunga instrument.

Figur 4.5: Har ser vi primarspegeln pa ett av de tva Keck teleskopen. Det finns ett ror mitt i dar
allt ljus fran sekundarspegel aker vidare till alla instrument nere i ndgon kallare. Detta ar ett sa
kallar Cassegrain fokus. [9]

4 Forstoring och upplosning

En viktigt egenskap hos ett teleskop ar hur mycket férstoring den ger. Detta ar viktigt att veta
sa vi kan valja ratt utrustning for att observera olika objekt. Nar vi observerar med ett teleskop
anvander vi oss av ett objektiv och ett okular dessa har varsin fokallangd och for att fa fram
forstoringen for uppstallningen dividerar vi dessa fokallangderna med varandra.

fokalldngd objektiv

fokallangd okular — Torstoring (4.2)

Det ar viktigt att forsta att hog forstoring inte automatiskt betyder battre bild. Om férstoringen
ar for hog i forhallande till teleskopets diameter blir bilden mérk och suddig.

Nar vi observerar sa kan det finnas objekt pa himlen som verkar ligga valdigt nara varandra. |
vissa fall kan dessa objekt ligga sa nara varandra att de verkar vara ett och samma objekt nar
dom observeras. Det finns en formel som beskriver hur sma vinkelavstand ett teleskop upplésa
eller hur nara tva stjarnor kan ligga varandra pa himlen for att ett teleskop ska kunna urskilja
dem. Formeln kallas fér Rayleigh kriteriet och ser ut som

A
®=122—. 4.3
D (4.3)
| formeln ovan ar A vaglangden av ljuset vi observerar i D ar diametern pa objektivet som an-
vands och @ ar det minsta vinkelavstandet teleskopet kan uppldsa. Formeln antar sma vinklar och
faktorn 1.22 kommer fran berdkningen av avstandet till forsta diffraktionsminimat, matematiskt
kommer siffran fran det forsta nollstallet i forsta ordningens besselfunktion.

Rayleighkriteriet visar att upplosningen forbéattras nar vaglangden minskar eller nar diametern
Okar. Darfor byggs stora teleskop med sa stora speglar som mojligt.
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4.1 Synfalt och ljusinsamling

En annan viktig egenskap hos ett teleskop ar hur mycket ljus de samlar in. Denna ljusinsam-
lingsformaga ar proportionell mot éppningens area eller kvadraten av 6ppningens radie. Ett
stort teleskop kan alltsa bade upplésa mindre vinkelavstand och samlar in mer ljus vilket ger en
tydligare bild.

Ljusinsamlingsférmaga « R? (4.4)

Eftersom arean vaxer med kvadraten pa radien betyder det att en fordubbling av diametern
ger fyra gdnger mer ljus.

Synfaltet for ett teleskop ar hur stor del av himlen som syns genom teleskopet. Synfaltet
mats i grader och beror pa teleskopets forstoring och okularets synfalt. Okularets synfalt ar en
specifikation hos okularet och ar givet av tillverkaren. For att fa synfaltet hos teleskopet dividerar
vi okularets synfalt med férstoringen hos teleskopet.

Synféltoku'ar _ .
“Forstoring _ SYntalt (4.5)

4.2 Seeing och rymdteleskop

En annan utmaning med teleskop ar det som kallas for atmosfarisk seeing. Det ar ett samlings-
namn for alla atmosfariska effekter som paverkar observationer med markbaserade teleskop.
Turbulens, temperaturskillnader och variation i kemisk uppbyggnad ar alla saker som paverkar
hur ljuset bryts nar det fardas genom atmosfaren och forsamrar kvaliten pa de observationer
man kan gora. En ideal plats for ett teleskop ar darmed ndgonstans hogt upp pa en torr plats.

Figur 4.6: ESO’s Paranal observatorie pa den hogsta punkten i Atacama 6knen i Chile. [4]

Ett satt att komma runt det dar med seeing sa kan man skjuta upp teleskopet i rymden och
darmed undvika atmosfaren helt. Rymdteleskop slipper alltsa helt de nackdelar som finns med
markbaserade teleskop. For vissa observationer ar det till och med nédvandigt att observera
frdn rymden da atmosfaren inte slapper igenom alla vaglangder.
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Transmission

s}
B

50 %
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o
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Wavelength

Figur 4.7: Har ser vi atmosfarens genomskinlighet for olika végléngder.

Dock sa ar markbaserade teleskop fortfarande mycket viktiga for forskning da det ar ekono-
miskt orealistiskt att skicka upp teleskop i rymden av samma storlek som dom vi kan bygga pa
marken.

5 Uppgifter

4.1 Varfor kan vi behandla stjarnljus som pa-
rallellt?

4.2 Varfor blir bilden upp och ner i ett astro-
nomiskt teleskop?

4.3 Tva stjarnor ligger nara varandra. Ar det
battre att 6ka diametern av teleskopet el-
ler forstoringen for att lattare skilja dem
at? Motivera kort.

4.4 Okularkarusellen Ett teleskop har objek-
tivets fokallangd fop; = 1200 mm. Du byter
mellan tre okular: fox = 25 mm, 10 mm och
6 mm. Vilket okular ger storst forstoring?
Hur mycket?

4.5 Synfaltsspelet Ett okular har ett synfalt
pa 52° (en siffra som ofta star pa okula-
ret). Du anvander samma teleskop som i
uppgiften ovan (fop; = 1200 mm).

(a) Berakna teleskopets synfalt nar du
anvander fq, = 25mm.

(b) Berakna teleskopets synfalt nar du
anvander fo, = 10 mm.

(c) Forklara med en mening varfor syn-
faltet andras.

4.6 Rayleighs laser Du observerar i gront ljus
med vaglangd A = 550 nm.

(a) Berakna uppldésningen © (i radianer)
for ett teleskop med diameter D =
60 mm.

(b) Berdkna uppldsningen for D =
120 mm.

(c) Vad hander med ® nar diametern for-
dubblas?

4.7 Donis stjarnduett Tva stjarnor observe-
ras med ett vinkelavstand pa 2,0” (bagse-
kunder).

(a) Omvandla vinkelavstandet 2,0” till
grader. Svara i grundpotensform.

(b) Omvandla vinkelavstandet till radia-
ner. Anvand att 1 rad ~ 57,3° eller det
exakta sambandet 7z rad = 180°.

(c) Din van Doni anvander ett teleskop
med en objektivdiameter pd D =
0,10 m (10 cm). Han kan precis sarskil-
ja de tva stjarnorna separat. Berakna
vilken vaglangd A ljuset har.
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4.8 Hur stor 6ppning behdvs? Du vill kunna

upplosa tva punkter som ligger 1.0” ifran
varandra. Antag A = 550nm och anvand
Rayleighkriteriet.

(a) Beraknavilken diameter D som minst
behovs (svara i meter).

4.9 Light up those pixels Tva teleskop har

diametrar D; = 80 mm och D, = 200 mm.

(@) Hur manga ganger mer ljus samlar

AO Sr Finaluppgifter

4.11 Hugo och teleskopet (Final 2024) For ett

ickeroterande oladdat svart hal kan man
bestdmma dess Hawkingstralning. Detta
motsvarar avdunstningen av ett svart hal
och kan approximeras som svartkropps-
stralning. | verkligheten kan dven andra
typer av partiklar stralas ut, men for enkel-
hetens skull antar vi att stralningen endast
bestar av fotoner. Hawkingtemperaturen
for stralningen ges enligt

hed

T= 87GMkp

Hugo observerar ett svart hadl med sitt te-
leskop. Det svarta halet har massan M =
10M kg. Det svarta halet befinner sig pa ett
avstand 0,1 Mpc. | manga fall valjer man
i fysik att skriva f, vilket ar ett alternativt
satt att skriva J-.

(a) Bestam vilken diameter pa Hugos te-
leskop som kravs for att han skall

KAPITEL 4. OPTIK

det storre teleskopet in? (Tips: ljusin-
samling « D2.)

4.10 Stjarnan narmare an solen En modell-

stjarna star i ett klassrum a = 5.0m fram-
for en samlingslins med fokallangd f =
20 cm.

(a) Anvand linsformeln for att berakna
bildavstandet b.

(b) Jamfor b med f. Ar de nastan lika?
Varfor eller varfor inte?

kunna observera det svarta halets
Hawkingstralning. Antag att Hugo
kan uppfatta alla vaglangder pa hela
spektrumet och att gransmagnituden
for ett teleskop beror pa dess diame-
ter (i meter) genom

m = 16,77 4+ 5log D.

(b) Bestam det svarta halets resterande
livstid t om det svarta halet haller en
konstant Hawkingstralning pa P = L.

4.12 (Final 2023) | magnethuset finns ett reflek-

torteleskop med 10 tums diameter spe-
gel, F-tal f/10, och brannvidd 2500 mm.
Bestam om en manniska kan urskilja Jupi-
ters roda flack (vilken har diameter 2,6Dg,)
med det teleskopet, nar den anvander ett
okular med 25mm brannvidd. Bortse fran
atmosfariska stérningar, och anta att Jupi-
ter och Jorden ligger som narmast.



Kapitel 5

Banmekanik

1 Newtons insatser till den moderna banmekaniken

Sir Isaac Newton, den engelska matematikern, fysikern, och vetenskapsmannen som levde under
mitten av 1600 till tidiga 1700 talet. Hans fundamentala lagar och insatser till den standiga ut-
veckling av matematiken, dér man nu reviderade Keplers idéer.

Keplers tankar som |6ste geometrin, saknade dynamiken, logiken; varfor ror sig saker och
ting pa var himmel?

1.1 Newtons lagar

Det Newton ar nog mest kand for, ar hans lagar. | detta delkapitel kommer vi att ga igenom den
mest anvanda lagen, Newtons andra lag:

F =ma (5.1)

Kortfattat, sager lagen att nagot med en massa m, som accederar med a kommer att producera
en kraft F. Bara med denna lag kan vi nog harleda upptill 90% av alla formler.

1.2 Den Universella Gravitationslagen

Den Universella Gravitationslagen ar férmodligen en av de viktigaste formler inom hela banme-
kaniken och astronomin. Den beskriver hur den gravitationella kraften mellan tva himlakroppar
forandras beroende pa massorna och avstandet mellan dem. Formeln ar som féljande:

mq - mp
7,2

F,=G (5.2)

Dér my & myp ar massorna av himlakropparna och r avstandet. G ar den gravitationella konstanten,
6.6743 - 10 1m3kg 152
1.3 Harledningen av anvdandbara formler

Centripetalkraft

Centripetalkraften ar den kraften ndgot upplever nar nagot accelererar i en centralbana. Kraften
upplevs dra objektet indt mot vad den kretsar kring och utgors av en acceleration kallas for

81
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centripetal acceleration och uttrycks med formeln

KAPITEL 5. BANMEKANIK

(5.3)

| formeln F = ma kan du da byta ut a till § Da far du formeln for centripetalkraft

Omloppshastighet i en cirkuldr bana

Genom att relatera den universella gravitationslagen till den centripetala kan vi I6sa ut fér vad
ett objekt kan ha for hastighet i en cirkuldr bana, da den ar konstant for alla punkter pa cirkeln.

I’I’lZJZ

Fc:Fg<:> T :Gﬂhmz

r2

Vi kan nu |6sa for v:

ﬁﬂz_cﬂfmz
7 7
GM
v=4/—
;

2 Keplers lagar

(5.5)

Fore Newton fanns en skéaggig gubbe som hette Johannes Kepler. Han tittade pa planeterna och
fann 3 samband som beskrev deras rorelse dver himlen. Dessa reviderades sedan av Newton till
att gélla allmant for alla himlakroppar och ar nu grunden till hur vi berdknar omloppsbanor.

2.1 Keplers forsta lag

"Planetbanorna ar ellipser med stjarnan i den ena brannpunkten.”

- Wikipedia
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Mer allméant: tva objekt som paverkar varandra gravitationellt kommer aka i omloppsbanor kring
deras gemensamma masscentrum. Dessa banor kommer vara ellipser med masscentrumet i en
av brannpunkterna. Men vad exakt ar en ellips? Vad ar en brannpunkt?

En ellips ar en typ av geometrisk figur som liknar en cirkel, men har olika karaktaristiska egen-
skaper. Se bilden nedan:

c=0
r
R
U @ ‘Fz
a F
- 1
(a) hur brannpunkter och axlar ser uti en ellips.
Den mest anvandbara att komma ihag ar halva
storaxeln a (semimajor axis). (b) En vanlig cirkel med radie r

Som tidigare sagts ser en ellips nastan likadan som en cirkeln, fast lite mer utdragen. Hur mycket
en ellips ar utdragen med, kan uttryckas med nagot som kallas for excentricitet e. Excentricitet
kan beskrivas som relationen mellan avstandet fran en brannpunkt, genom hela avstandet fran
mitten till kanten av ellipsen. En cirkel, som ocksa har excentricitet, dr ddrfér ocksa en typ av ellips
som inte har négon typ av "utdragning” eftersom att avstandet fran brannpunkterna till mitten, ar
0 och darfor har ett excentricitet pa 0. Se figurerna nedan.

OO

(a) En ellips med excentricitet 0 (en  (b) En ellips med excentricitet 0.5 (c) En ellips med excentricitet 0.8
vanlig cirkel)

Men nar vi val drar ut cirkeln, dndras nagot. En cirkels karaktaristiska egenskap ar att det alltid
ar ett avstand r fran mitten. Men nar cirkeln dras ut, 4ndras langderna. Bredden blir langre och
hojden kortare. Ellipsens olika langder kan darfér beskrivas som sadan: a, b och ¢, déra & b ar
ellipsens bredd och hojd, och ¢ avstandet fran mitten till brannpunkten. Men hur kan vi uttrycka
ciform avaoch b?

Vi borjar med att rita ut en punkt pa varan ellips:



84 KAPITEL 5. BANMEKANIK

Figur 5.3: En triangel med bas c och hojd b.

Lat ¢ vara avstandet fran mitten av ellipsen till brannpunkten, och b vara hojden av varan ellips.

Da genom Pytagoras sats far vi en hypotenusa x. Vi kan da uttrycka x som sadan:

=R+ e=x=vV2+1 (5.8)

Nu har vi en punkt fran F; och F, pa ellipsen uttryckt i ¢ och b. Men vi saknar fortfarande ett
uttryck fran brannpunkterna for a. Vi anvander oss av faktumet att en cirkel ar en speciell typ av
ellips, dar brannpunkterna ar pa samma punkt. Eftersom att avstadndet fran mitten av cirkeln till
kanten alltid ar r, maste summan av avstandet fran en punkt pa en ellips nar brannpunkterna
saras ocksa ge avstandet till kanten.

~ c a a

F P c F
(a) Avstandet fran F, till kanten av (b) Avstandet fran Fy till kanten av
ellipsen) ellipsen

Om distansen fran bada brannpunkterna till punkten i figur [5.3]kan beskrivas som 2x och di-
stansen fran F, och F; i figur[5.4aloch[5.4bsom (a + ¢) + (a — ¢) kan vi nu stélla upp denna ekvation:

2x=(a+c)+(a—c) —2x =a+ate—=7T (5.9)

Som ger varan fullstandiga ekvation:

=21, =+ 3= (5.10)
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Eftersom att excentricitet e uttrycks som £, kan vi skriva om den till:

2
==k (5.11)

Utifran denna definition kan vi finna uttryck for objektets narmaste (periapsis) och avlagsnaste
(apoapsis) punkt till masscentrumet enligt

ro=a(l+e), rp=a(l—e). (5.12)

2.2 Keplers andra lag

Keplers andra lag anvands lite mer sallan men kommer fran att rérelsemangdsmomentet (rorel-
semangd for rotation) maste vara konstant. Detta gor att ett objekt i en omloppsbana kommer
svepa lika stora area under en fast tid oavsett var i banan den bérjar.

Figur 5.5: Areorna som sveps kommer vara lika stora om tiden ar lika stor, A; = A,.

Vi kan da skriva proportionaliteten som:

Axt<= A=kt, k=someconstant (5.13)

Overkurs

Eftersom att vi har namnt att rérelsemangdsmomentets (L = mor) bevarande ar sant for alla fall
dar en area sveps med en tid (och justeras med en konstant k) kan vi skriva olika moment som
sadan:

L1 = Ly = wmv11r1 = #oy1) (5.14)

Massorna tar ut varandra, da de ar oférandrade. Men hastigheterna och avstanden andras
beroende pa position pa ellipsen.

2.3 Keplers tredje lag

Antagligen den mest anvandbara av de 3 lagarna och en som ar bra att kunna utantill. Den
kommer fran centralrérelse i mekaniken och ser ut sahar
2
2 4 3
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Men ni kan ocksa ha sett uttrycket som sadant

Ty = o (5.16)
eller
T? « ¢° (5.17)

dar T, (inte Tj,4,) ar omloppstiden i sekunder, a halva storaxeln i meter och my, m, massorna i kg.

Men vart kommer formeln ifran? Till skillnad fran keplers forsta, och andra lag kan man ratt sa
enkelt harleda den tredje.

Notera att tid T kan uttryckas som 2, dar s ar strackan och v hastigheten. Om vi antar en cirkular

bana kan vi skriva om s = 27tr och v = GTM Vi far da:
27r r3
T=——=<=T=2m\/ =— 5.18
VvVGM/r GM ( )
Om vi da kvadrerar bada sidorna, far vi far slutliga formel
472
T2 = 3 5.19
oM’ ( )
Dar T ar i sekunder, r i meter och M i kilogram.
Nagra varianter av formeln finns:
4772
T2 = 248 = | maj j 2
GMa , 4 = semi major axis (5.20)
T? = La‘o’ mq1 & my = massor av liknande kroppar (5.21)
G(T}’ll + T}’lz) ! ! 2 PP '
Men vart far vi da relationen?
2 3
Tjordr = gy

Kepler pastod att alla omloppsbanor ar pa nagot satt relaterade till dess avstand fran himlakrop-
pen. Och att detta gallde for alla system. Alltsa kan vi skriva uttrycket som en proportionalitet
mellan avstandet, och omloppstiden.

TZ

T?xa® = T?>=0a% k — pol k, k =some OTHER constant (5.22)

Om vi da anvander denna relation for att beskriva tiden proportionellt med avstandet for jorden,
far vi:

TZ
Té:a%-k@f:k (5.23)
S

Eftersom att k konstanten ar lika for alla system kan vi stalla upp en ekvation. Om jordens
proportionalitet ska ha en konstant lika med vilket annat system med samma kvot:

TZ TZ TZ a3
=== (5.24)
a az, T%, az



87

Notera!

Var ekvation blir da:

T2 ad

Ljorddr ~ 1 AU
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as & Ts kan skrivas som deras jordenheter, alltsa 7 Astronomisk enhet och 1 jorddr

= |T

2
jorddr

— 3
=gy

(5.25)

Daremot funkar denna formel enbart for stjdrnor med 7 M. Varfor da? Jo eftersom att hastighe-

GM
v=4/—
p

innhaller en massa. Den massan ar lika med 1 nar vi mater solmassor i just vart system. Om
stjdrnan ar stérre an 1 maste vi skriva om formeln:

ten

(5.26)

3 Uppgifter

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

Om tva identiska binara stjarnor ar i en cir-
kuldr omloppsbana kring varandra, vart
ligger dd masscentrumet om avstandent
fran bagge ar 5 AU? Svara i km

ISS ligger i omloppsbanan LEO, cirka 400
km fran Jordens yta.

a) Bestam omloppshastigheten av ISS om
banan ar cirkular

b) Vad ar omloppstiden?

mycket 6kar tiden med? Kan du se en re-
lation?

| manga ideala system, antas jorden in-
te dra pa solen. Men detta stammer inte.
Det leder till att jordens bana ér lite ellip-
tisk. Nar jorden ar som narmast ligger den
147.1 miljoner km bort fran solen, vilket
ar cirka 3.28% narmare an dess apoapsis.
Bestam excentriciteten av omloppsbanan.

Tva par, djupt fordlskade vager 60kg var.
Hur stark kommer deras attraktion vara
om de befinner sig 1 meter fran varandra?

2 . o
| formeln T2 = 2. 33 har vi tvd mas-
G(my+my)
sor |st§3'1||et for en. on'rklara skillnaden mel-
4~ 3 4 3
lan o och S

Ett ar pa exoplaneten WASP-33b varar
1,22 dagar. Planeten har 2,81 jupitermas-
sor och dess stjarna, WASP-33, har 1,50

5.7

5.8

5.9

5.10

solmassor. Hur langt ar avstandet mellan
stjdrnan och dess planet om vi antar att
omloppsbanan ar cirkular?

En rymdfarkost i omloppsbana kring Jupi-
ter har bestamt peripasis till att vara 420
000 km fran Jupiter och apoapsis att vara
660 000 km a) Hur lang tid tar det for far-
kosten att aka ett varv?

b) Vad ar banans excentricitet?

Tidsvatten ar ett fenomen som uppstar
pa grund av manens gravitationella pa-
verkan pa jordens hav. Berakna med vil-
ken kraft manen drar pd jordens yta. (Hint:
Hur kan du férklara hur kraften som dras
pa ytan av planeten, och inte hela? Om
My < Mménenr = 8acceleration = o

Ah;gﬂen
Stjarnan S2 har observerats ha en udda
omloppsbana kring ett svarthal vid vinter-
gatans mitt. Periodtiden fér omloppsba-
nan ar 16,1 ar och den halva storaxeln ar
970 AU.

Astronomer har kommit fram till att stjar-
nan FA-2025 har 0,77 solmassor, en radie
som ar 0,75 solradier samt en planet i
omloppsbana. Denna planeten, FA-2025
b, korsar lyckligtvis rakt emellan oss och
sin stjarna sa att ljuset foérdunklas varje
34,6 dagar.

a) Hur langt ar avstandet mellan planeten
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och stjarnan? Anta att omloppsbanan ar
cirkular.
Mer exakta matningar av FA-2025 b har
gjorts med tvéd metoder. Forst har man
kollat pd hur mycket av ljuset som for-
svunnit da planeten passerar framfor och
kommit fram till att det ar 1,45 %. Sedan
har man kollat pa ljusspektra fran stjar-
nan och sett att ljuset rodskiftats med
samma periodtid. Detta skiftet motsvarar
som mest en hastighet av 1,47 km/s i var
riktning. Systemet anses ocksa vara cir-
kulart, men stjarnan vaggar lite fram och
tillbaka. Astronomerna anvander sig av
en modifierad formel fér mass-centrum
Mpa = M,7,.
b) Bestam storleken aszA—2025 b (anvand
R ane
formeln 4F = (%) ).
¢) Bestam planetens densitet. (Hint: v, =

27r*
T

d) Bestam ytgravitationen (g = %).

5.11 AOjr 25 Finalprov : En okand rymdfarkost

har gatt in i omloppsbana runt jorden. Vid
kommunikation med farkosten observe-

KAPITEL 5. BANMEKANIK

rades att signalens restid (enkel vag) vari-
erade mellan som kortast 1 sekund och
som langst 4 sekunder. Anta att signalen
fardas med ljusets hastighet i vakuum.

a) Berakna langden pa halva storaxeln (a)
och excentriciteten (e) for farkostens ellip-
tiska bana.

b) Bestam omloppstiden (T) for farkosten
kring jorden.

5.12 AOjr 24 Finalprov : Utomjordingarna pa

5.13

Plutos norra halvklot har just kommit pa
midsommar, och startar en tradition fér
att fira dagen. Midsommar pa Plutos nor-
ra halvklot infaller nar himlakroppen ar pa
en specifik plats i sin bana runt solen. Hur
ofta firar utomjordingarna midsommar?

I0AAjr 2024 Grekland : En neutronstjar-
na ar en snabbt roterande kompakt stjar-
na. En viss neutronstjarna har en massa
pa 1,40 M, och dess radie ar 10,0 km. Vad
ar den kortaste mojliga rotationsperioden
for neutronstjarnan, innan den borjar kas-
ta ut sin massa?



Kapitel 6

Astrofysik

Astrofysiken ar studien av hur stjarnor fungerar, bade som enskilda system och som delar av
stérre system.

1 Karnfysik

Som ni vet kommer ljuset som en stjarna emitterar fran borjan fran fusionsprocesser i stjgrnans
karna. For att forsta stjarnor maste vi darfor forst borja med karnfysik. 1905 publicerade Einstein
sin teori om speciell relativitet for att forklara varfor ljusets hastighet var konstant. En effekt av
denna teori ar att han lyckades beskriva materia som en typ av energi av storleken

E = mc?, (6.1)

dar ¢ ar ljusets hastighet i vakuum. Eftersom ljuset ar valdigt snabbt innehdller varje bit materia
en enorm mangd energi som kan frigdras i karnprocesser. Massan av en atomkarna bestams inte
enbart av den totala massan av neutroner och protoner som ingdr i den utan paverkas aven av
den energi som binder samman partiklarna. Denna bindningsenergi sanker den totala massan
med en liten mangd, alltsa ar det energimassigt mer effektivt for partiklarna att vara bundnai en
atomkarna an att vara fria. For att dela atomkarnan kravs det att denna bindningsenergi tillfors.
Alltsa ar karnor med hogre bindningsenergi bade lattare och stabilare. Stabiliteten av atomkarnor
som en funktion av deras atomnummer visas i[6.1 Om vi genom stora tryck sl&r samman
karnor till vanster i diagrammet kommer den totala massan att minska och den resulterande
energiskillnaden kommer emitteras bland annat som en foton. Energin av en foton ges av

E =hf, (6.2)
dar h ar Plancks konstant och f &r ljusets frekvens. For tyngre dmnen slutar stabiliteten att dka
och vi forlorar istallet energi pa att sld samman dessa karnor.

1.1 Fusionsprocesser

Den faktiska processen i fusion kan ske pa fler olika satt beroende pa omstandigheterna. Den sa
kallade proton-proton kedjan ar den som pagar i var sol och de flesta stjarnor vi ser pa himlen.
| den kombineras vate till helium enligt

4'HY +2¢7 — *He?" +2v, +26.73MeV. (6.3)
Denna process ar prevalent nar temperaturer ar (relativt) laga. Vid hogre temperaturer blir CNO-

cykeln viktigare. Stjarnor med massor 6ver 1,5M, kan antas bedriva CNO-cykeln. Cykeln har

89
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average binding energy per nucleon (MeV)
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Figur 6.1: Stabiliteten av atomkarnor som en funktion av deras atomnummer.
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c—zQ’&

<> Convection
Zone

/\» Radiative
Zone

Figur 6.2: En beskrivning av de olika lagren i stjarnor av olika massor.

olika former beroende pa katalyserande amnen som finns tillgangliga, men den totala ekvationen
ar till slut identisk med proton-proton kedjan och ger samma resultat.

Trippel-alfa processen anvander helium for att skapa kol och tyngre amnen. Processen foljer
3*He — 12C 4 7.275MeV, (6.4)

dar eV ar en enhet for energi. Denna energi frigérs som stralning. | processen kombineras ofta
kolet med annu fler alfapartiklar och skapar pa sa satt tyngre amnen sasom syre. Trippel alfa-
processen aktiveras nar temperaturen ar mycket hég och det finns en stor koncentration av
helium, alltsa mot slutet av stjarnors liv.

Energin som driver stjdrnorna skapas enbart i deras karnor dar trycket och temperaturen ar
tillrackligt hog for att fusion ska ske. De yttre lagren av stjarnorna har betydligt lagre densitet
och tryck och beter sig darfér annorlunda, fastan det fortfarande ar plasma. Néra karnan ar
plasmat relativt genomskinligt och kommer pa sa satt tillata ljuset och varmen att strala fritt
igenom, den sa kallade radiativa zonen. Langre ut 6kar opaciteten, och ljuset absorberas nu
av plasmat. Varmeenergin 6verférs nu genom stromningar i materien. Man kan saga att hela
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den delen kokar som en grotgryta. Detta kallas for den konvektiva zonen. Nar densiteten av
materien har minskat sa mycket att den aterigen blir genomskinlig har vi natt stjarnans "ytaéch
ljuset kommer nu att emitteras igen som stralning ut i rymden.

Storleken av stjarnan bestams av stralningstrycket, alltsa det tryck all denna varme utévar pa
atmosfaren. Tatare stjdrnor har varmare fusion och skapar darfor ett storre tryck som trycker
bort de yttre lagren. Detta nar sin balans nar stralningstrycket ar lika med gravitationen. Detta
kallas for hydrostatisk jamvikt.

2 Stjarnevolution

Stjarnor fods i stora vatemoln som kalla for nebulosor. Fortatningar i molnet kommer éver tid
kollapsa samtidigt som temperaturen och densiteten 6kar. Nar temperaturen 6kat tillrackligt for
fusion kommer stjarnan genomga ett tidigt instabilt stadium som kallas for protostjarna. Under
denna tid kommer all kvarvarande gas ansamlas i en skiva runt stjarnan dar planeter och aven
andra stjarnor kan skapas.

2.1 Huvudserien

Over kort tid kommer protostjarnan att bli stabil i proton-proton kedjan eller CNO-cykeln. Detta
stadiet kallar vi huvudserien och det ar har majoriteten av stjarnans liv spenderas. Om man
logaritmiskt plottar stjarnors temperatur mot luminositet i ett s.k. HR-diagram (visat i figur[6.3)
kommer man se att alla huvudseriestjarnor ligger pa en svagt bojd kurva genom diagrammet.
Detta sker pa grund av hydrostatisk jamvikt. P4 huvudserien kan man visa att det finns en relation

Temperature (Kelvin)

30,000 10,000 5000 3000
-10 . 1 I | ] ‘ | I,
sp oo e SueRns T g 000
% . oo
- "'!"?:??r%a%:...ﬂogizgﬂt-él- o - 100
Absolute TN Luminosity
Magnitude S (Sun=1)
+5 | o 1.0
* Main sequence
Mk 0.01
White dwarfs .
+15 ] 1 |-

0 B A F G K M
Spectral Class

Figur 6.3: Ett typiskt HR-diagram. [1]

mellan stjarnornas luminositeter och massor. Alltsd bestdmmer massan av den ursprungliga



92 KAPITEL 6. ASTROFYSIK

nebulosan helt var pa huvudserien stjdrnan hamnar. Denna relation ar
L o M3 (6.5)

Vardet av potensen varierar mellan 3 och 4 beroende pa litteratur, vi anvander oss av 3,5.

2.2 Alderdom

Da vatet i stjarnans karna tar slut kommer trippel-alfa processen ta 6ver fusionen och stjarnan
kommer expandera kraftigt. Dessa stjarnor kallar vi for réda jattar da de ar bade kalla och
ljusstarka, darav har de stor radie. Nar heliumet tar slut kommer fusionen fortsatta med tyngre
och tyngre amnen vilket ger snabbare och snabbare fusion tills antingen stjarnan slits sonder
eller jarn skapas i karnan.

2.3 Déd

For stjgrnor med lag massa (M < 1,5M) kommer stjarnans yttre lager slitas sénder i slutet
medan karnan kommer forbli intakt. De yttre lagren kommer da skapa en planetarisk nebulosa
medan karnan skapar en vit dvarg. De vita dvargarna halls uppe av trycket fran kvantfysiska
fenomen dar elektroner inte far inneha samma energinivaer.

Om en vit dvargstjarna ansamlar massa fran en systerstjarna i samma par och pa sa satt dverstiger
den s.k. Chandrasekhargransen pa 1,4M. kommer stjarnan att kollapsa i en stor explosion som
kallas Supernova typ la. Den absoluta magnituden av denna supernova ar alltid M,,; = —19,3.
Supernovor av denna typ gar att upptacka och studeras ofta for att finna kosmiska avstand.
Supernovor av denna typ lamnar inga rester.

Om en stjarna tyngre an 1,5M dér kommer en typ Ib, Ic eller Il supernova att intraffa. Resten av
en sadan supernova kommer vara en neutronstjarna eller ett svart hal. | en neutronstjarna har
alla elektroner kombinerats med alla protoner for att skapa neutroner. Detta innebar att det som
uppratthaller en neutronstjarna ar den starka karnkraften. | svarta hal finns inga uppratthallande
krafter utan all massa tros vara i en enda punkt.

3 Variabla stjarnor

P4 vissa delar av HR-diagrammet nar aldrig stjdrnorna jamvikt mellan straltryck och gravita-
tion. Istallet kommer stjarnan bete sig likt en oscillator och expandera och kontrahera med
tid i en typ av svangning. Denna svangning drivs av de yttre lagrens varierande absorption av
stralning med forandrande tryck och innebér att svangningen kommer behalla sin styrka me-
dan denide flesta stjarnor forlorar styrka till friktion. Denna typen av stjarnor kallas fér variabler.

Det finns flera typer av variabler, alla med en unik underbyggande fysik. Vi kommer inte prata om
alla av dem utan ett par som har visat sig centrala for astronomin. Dessa ar Cepheid-variablerna
och RR-Lyrae-stjarnorna. Dessa tva typer har oscillationskurvor som gar att kdnna igen valdigt
enkelt och kan darfor karaktériseras pa langa avstand. Dessa kurvor gar att se i figur[6.4} Anled-
ningen till att vi fokuserar pa dessa tva typer av variabla stjdrnor ar att man i bérjan av 1900-talet
fann satt att bestdmma deras luminositeter utifran deras perioder. For RR-Lyrae stjarnor galler
att alla stjarnor har ungefar samma luminositet (skiljer sig mellan modeller, men accepterat ar
M = 0,6 £0,2) medan for Cepheider kan vi visa att féljande empiriska formel galler

M = —2,78(Ig(P) — 1) — 4,00, (6.6)
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Figur 6.4: Flux-graf av en Cepheid-variabel (V) och en RR-Lyrae stjarna (H). [8]

dar M ar den absoluta magnituden och P ar perioden hos oscillationerna i dygn. Eftersom perio-
den hos en variabel stjarna ar mycket enkel att observera kan vi med detta forhallande berakna
absoluta magnituder av stjarnor mycket langre bort an vad man kunde gora parallaxmatningar.
Detta forhallande (kallat Leavitt’s lag) anvandes for att forsta gangen mata avstanden till andra
galaxer.

4 Binara system

Stjarnor fods oftast i grupp. Nar det finns mycket gas att tillga klumpas den i flera klumpar. Ofta
fods stjarnor sa nara att de blir gravitationellt bundna i samma system. Binara stjarnsystem kan
upptackas pa manga olika satt och klassificeras darefter. Foljande ar de vanligaste:

1. Visuella: De tva stjarnorna gar att skiljas at med en vinkel daremellan.

2. Spektroskopiska: De tva stjarnorna ror sig i olika riktning i sina banor och delar darfor
upp spektrallinjer i tvd komponenter genom dopplereffekten. Separationen av linjerna
motsvarar deras hastigheter relativt varandra.

3. Formorkande: Stjarnorna tacker varandra sett fran jorden vilket skapar dippar i deras
sammanlagda observerade flux. Dippen i flux motsvarar fluxet av den tackta stjarnan.

4. Astrometriska: Endast ena stjarnan syns men kommer pa grund av den andra stjarnan
variera sa mycket i position i sin omloppsbana att den ser ut att wobbla fram. Vinkeln den
ror sig beror pa storleken av dess omloppsbana kring sin kompanjon.

Stjarnor forekommer aven i system av tre eller flera, men dessa ar i grunden instabila da
trekroppssystem ar i grunden kaotiska. Den totala magnituden av tva stjarnor tillsammans fas
genom att addera deras flux

Fyl025 + Fyl0-25

K — 251g(107%5 +10°%5), (6.7
0

Miot = —2,5 lg

= -25lg

F+5
F

dér my, m, ar de tva stjdrnornas individuella magnituder och F, &r Vegas flux. Flerkropparsssystem
uppstar inte bara med stjarnor. Exoplaneter (planeter utanfor solsystemet) ar i grund och botten
i flerkropparssystem med sina vardstjarnor. Exoplaneter upptéacks pa sa vis pa liknande satt som
bindra stjarnor men med stérre mdda. En skillnad jamfoért stjarnor att exoplaneters luminositet
oftast ar forsumbar jamfort med stjdrnans. Detta innebar att man oftast inte marker nar en
exoplanet gar bakom sin vardstjarna (secondary transit) utan endast nar planeten tacker stjdrnan
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(primary transit). Da detta hander minskar fluxet med AF enligt

AF R,\?
- = <Rp> , (6.8)

dar R, och R, ar de respektive radierna for planeten och stjarnan.

5 Stjarnhopar

Ofta nar en stjarna fods i en nebulosa skapas inte bara binara system som binds samman utan
aven flera separata stjarnsystem. Dessa system ar inte i omloppsbana kring varandra men ar
oftast svagt gravitationellt bundna och roér sig darfor genom sin galax i en klump. Dessa klumpar
kallas stjarnhopar och gar att observera dver hela Vintergatan. Det finns tva typer av stjarnhopar,
dppna och klotformiga.

Oppna stjarnhopar ar (relativt) unga samlingar av stjdrnor som ldmnat/konsumerat sin ne-
bulosa men fortfarande ror sig i klump pa himlen. Dessa hopar kdnnetecknas av att de har 1ag
densitet och en stor spridning av huvudseriestjarnor. Over tid sprids dessa hopar ut i galaxen da
deras ldga massa inte kan halla ihop gruppen i langden. Solen har en gang varit del av en sadan
hop. Dessa hopar ror sig huvudsakligen bland andra stjarnor i galaxskivan.

Klotformiga stjarnhopar ar betydligt aldre hopar som pa grund av hogre massa lyckats hallas
intakta Over langre tid. Dessa kannetecknas av att de har stdrre massa och hdgre densitet an de
Oppna stjdrnhoparna samt att de kvarlevande stjarnorna ar kallare. Dessa stjarnhopar finns inte
bara i galaxskivan utan aven ovanftér och under galaxskivan.

Eftersom stjarnor med olika massa har olika livslangder kommer sammansattningen av stjarn-
hopar utvecklas éver tid. Tyngre stjarnor till vanster i huvudserien pa HR-diagrammet kommer
snabbare fa slut pa sitt vate och lamna huvudserien. For de flesta stjdrnhopar finns det alltsa da
en punkt pa huvudserien vid vilken det inte finns starkare stjarnor eftersom de lamnat for sina
respektive jattefaser. Denna punkt (“Main sequence turn-off point”) gor det mojligt for oss att
datera stjarnhopen. Pa detta satt har man funnit bade unga stjarnhopar och stjarnhopar lika
gamla som Vintergatan.

Stjarnorna i en klotformig stjarnhop far med tiden mindre total rérelseenergi. Energiforlus-
ten beror pa att stjarnor slungas ut ur hopen efter ndra passager med andra stjarnor. Detta ar en
langsam, men matbar process som langsamt gor att klotformiga stjarnhopar okar i densitet och
slutligen nar en kollaps. Slutresultatet av detta ar att stjdrnor smalter samman i hopens karna.
Det ar sd supermassiva svarta hal skapas.

6 Galaktisk astrofysik

En galax ar en enorm samling av materia. En sadan innehaller stjarnor, gas, stoft och férmodad
moérk materia, sammanbunden genom gravitation. De stérre galaxerna har cirka 10'! solmassor
stjarnor, mellan en och tio miljarder solmassor interstellar gas och 10'? solmassor mérk materia.
Manga galaxer, kanske de flesta, inkluderar aven supermassiva kompakta objekt, sannolikt svarta
hal, i centrum.

Den galax vi befinner oss i ar Vintergatan som ar en stavspiralgalax.
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Figur 6.5: Hubbles galaxklassifikation. [2]

Edwin Hubble gjorde pa 1930-talet ett system for klassificering av galaxer med elliptiska ga-
laxer, linsformade galaxer, irreguljara galaxer, normala spiralgalaxer och stavspiralgalaxer. Det
existerar ocksa mellanformer och former som faller utanfor dessa grupper da (om)bildning av
galaxer ar en fortgadende process.

E ar en elliptisk galax, S ar en spiralgalax, SB ar en stavspiralgalax, och Irr ar en irreguljar
galax. Siffran efter E talar om hur excentrisk galaxen ar. Denna siffra ar 10 - (a — b) /a, dar a ar
storaxeln och b ar lillaxeln s som vi ser den. Bokstaven efter S och SB ar a, b eller c som star
for hur tatt lindade spiralarmarna ar och storleken hos centralellipsoiden. En Sa-galax har tatt
lindade och svagt definierade armar och har ett relativt stort karnparti. En Sc-galax a andra sidan
har 6ppna valdefinierade armar och ett litet karnparti.

6.1 Mork materia

Massan av galaxer kan matas pa tva olika satt. Man kan uppskatta mangden synlig materia i
galaxen genom att studera den totala luminositeten av galaxen i kombination med galaxens
spektrum. Har anvander vi var tidigare relation for stjarnornas massor. Man kan ocksa studera
omloppshastigheten av stjarnor i galaxen med hjalp av dopplereffekten. Om man antar cirkulara
omloppsbanor far man da ett foérhallande for galaxens densitet vid olika punkter.

Den sistnamnda metoden visar en massa cirka 5 ganger stérre an den synliga. Den visar dess-

Galaxy Rotation Curve
Credit: Matthew Newby, Milkyway@home
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Figur 6.6: Rotationen av en typisk galax pa grund av mork materia. [7]
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utom en fordelning som stracker sig mycket langre ut fran kdrnan an vad den synliga materien
verkar ga. Detta eftersom rotationshastigheten inte verkar avta med avstandet som forvantat
utan snarare planar ut vid kanga avstand fran galaxens centrum. Denna osynliga materia kallas
mork materia.

6.2 Tully-Fisherrelationen

Som vi tidigare sag har de flesta galaxer en tydligt definierad rotationshastighet som beror pa
deras storlek och massa. Denna kan man enkelt mata for aven avlagsna galaxer med doppler-
forskjutning. For specifikt spiralgalaxer har man experimentellt hittat en relation mellan denna
rotationshastighet och galaxens totala luminositet. Denna relation ar

L « v?. (6.9)

Eftersom L kan anvandas i avstandsmodulen ar detta en relation som kan anvandas for att
hitta avstandet till galaxer langt borta. Det ar dock vart att notera att felmarginalerna pa denna
relationen ar enorma och kommer darfor ofta ge orimliga svar.

7 Uppgifter

6.1 Vilka typer ar foljande stjarnor (huvudse- bort &r Andromeda om den apparenta
rie, jattar, superjattar, vita dvargar)? magnitud han observerade var 18,5? Det-
ta var forsta gadngen manskligheten hade

(8) Amax = 7500A, L = 0,2Lc, bevis for att galaxer fanns utanfér Vinter-
(b) Amax = 1500A, L = 0,1L5 gatan.

(€) Amiax = 2900A, L = 2000Lc 6.6 Den hittills enda supernovan som har
(d) Amax = 1200A, L = 50L, observerats i Andromedagalaxen var SN
1885A som hade den apparenta magnitu-
den +6 (pa gransen till synlig med blotta
dgat). Anvand detta tillsammans med sva-
retiforra fragan for att avgéra om den var
av typ 1aeller ej.

6.2 Tva stjarnor i ett kluster skiljer sig i ljus-
styrka med en faktor 10. Den starkare har
temperaturen 6000 K medan den svagare
har temperaturen 5000 K. Vad ar férhal-
landet mellan deras radier?

6.7 En supernova (SN 2011fe) av typ 1a syn-
tes i M101 (Vindsnurregalaxen) . Superno-
dess temperatur att minska med en fak- van h?de den aPparenti magnituden +3.9.
tor 3 medan radien 6kar med en faktor Hur langt bort ar M101
100. Hur mycket ljusstarkare blir den pd 6.8 Den s3 kallade Eddingtonluminositeten &r
himlen? den storsta luminositeten en stjarna kan
ha innan det interna trycket sliter sénder
stjdrnan innan jamvikt nds med dess gra-
vitation. Féljande formel kan beraknas for
Eddingtonluminositeten i en vanlig stjar-

6.3 Nar en viss stjarna gar fran att vara i hu-
vudserien till att vara en rod jatte kommer

6.4 Polaris (polstjarnan) ar den narmaste typ
1 Cepheiden vi hittat. Den har en period
pa 7,42 dagar och den apparenta magni-
tuden 1.98, hur langt bort ar den?

na:

6.5 Edwin Hubble ob;ervgrade i borjan av Legq = 32 X 104(£)L@
1900-talet Cepheidvariabeln M31-V1 i M
Andromeda som da ansags vara en nebu- dar M ar stjdrnans massa. Genom denna
losa. Han bestdmde dess period till 31,4 formel, vad ar den maximala luminosite-
dygn och anvande Leavitt's lag for att be- ten av en huvudseriestjarna? Alltsa, vilken

rakna avstandet till stjdrnan. Hur langt ar huvudseriens ovre grans?
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6.9

6.10

6.11

Livslangden av en stjarna pa huvudserien
beror pa den tillgangliga mangden vate i
karnan och hur snabbt den konsumeras.
Bestam ett uttryck, kan vara en proportio-
nalitet, fér hur lange en huvudseriestjarna
med massan M lever.

Stjarnor pa avstandet 20 000 ljusar fran
en galax centrum ror sig ett varv pa 300
miljoner ar. Berdkna massan av den mate-
ria som finns i galaxen inom detta avstand
fran galaxens centrum.

Stjarnornas alderdomshem (Final 2024)
Nedan finns HR-diagram for 3 stjarnho-

par.

(a)

(b)

KAPITEL 6. ASTROFYSIK

Ordna hoparna enligt dlder och moti-
vera.

Uppskatta aldern av stjarnhop A. Till
er hjalp har ni att astrofysiker funnit
dessa empiriska férhallanden for hu-
vudseriestjarnor:

L~ M3,5 F M—2,5

dar L ar stjarnans luminositet, M
dess massa och t dess livstid pa hu-
vudserien. Solen kommer leva ca 10
miljarder ar pa huvudserien.

Figur 6.7: Tre stjarnhopar i olika aldrar, Ly star for solens luminositet.



Kapitel 7

Natthimmel

1 Stjarnbilder och stjarnor

Stjarnbilder ar monster och figurer som bestar av stjarnor. De anvands for att hitta olika punkter
och objekt pa natthimlen. Det finns totalt 88 stjarnbilder som ar officiellt erkdnda av Internatio-
nella astronomiska unionen (IAU). De flesta av dessa har sitt ursprung i grekisk mytologi och

bar latinska namn.

De latinska namnen férekommer i tva former: den nominativa formen, alltsa grundformen,
och den genitiva formen, alltsa dgandeformen. Ett exempel ar Orion (nominativ) och Orionis
(genitiv). Av de 88 stjarnbilderna ligger 36 framst pa norra halvklotet och 52 framst pad sédra

halvklotet.

Tank pa! Det ar inte viktigt att kunna den genitiva formen for alla stjarnbilder, men det ar bra

att kdnna igen den nar du stéter pa den.

2 Stjarnkartor

Stjarnkartor ar representationer av natthimlen
sedd fran en viss plats vid en viss tidpunkt. Stjar-
nornas ljusstyrka markeras ofta genom att ljusa-
re stjarnor ritas med stérre punkter. Kartorna an-
vands bade for att orientera sig pa himlen och for
problemlésning i astronomiolympiader.
Vanligtvis placeras zenit, Z, i kartans centrum och
kardinalriktningarna langs kanten, vilket motsva-
rar observatérens horisont. Man kan alltsa tanka
sig att kartans ytterkant ar horisonten runt ob-
servatoren.

Stjarnkartor av denna typ bygger ofta pa en rund
projektion dar vinklar fran zenit bevaras. Det in-
nebar att avstandet fran centrum till en punkt pé
kartan motsvarar objektets zenitavstdnd. Darfor kan
man bestamma ett objekts hdjd éver horisonten
genom att mata dess avstand fran zenit och sedan
anvanda att hojden ar 90° minus zenitavstandet.
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Figur 7.1: En stjdrnkarta tagen i Stockholm
1/6 2025 kl. 00:00.
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Nedan visas en liknande karta dar Polaris ligger i centrum, vilket motsvarar norra himmelspo-
len. En sadan vy gor det tydligt vilka stjarnbilder som ar cirkumpoléra, det vill saga aldrig gar
under horisonten for en observatér pa norra halvklotet.

Stjarnbilder nara Polaris, sdsom Ursa Minor, Ursa Major, Cassiopeia och Cepheus, ro-
terar runt himmelspolen under natten men forblir alltid synliga. Dessa fungerar som viktiga
referenspunkter nar man orienterar sig pa himlen.

Nov 20
¢

CASSIOPEIA

B

o
Cor Carali

CANES VENATICT

Jug & 1o ey
May 22

Figur 7.2: Sattet stjarnbilderna ritas pa har skiljer sig fran det som anvands i Stellarium (t.ex
Herkules). Figuren darfor visar att linjerna i stjarbilder kan avbildas pa flera olika satt. Det
rekommenderas dock att du lér dig Stellariums ritningsstandard, eftersom den ar lattast att
kanna igen.
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3 Namnsattning

For att kunna beskriva natthimlen och diskutera vad som finns dar anvands olika regler for
namngivning av astronomiska objekt.

3.1 Stjarnnamngivning

IAU har delat in himlen i 88 stjarnbilder med fasta granser, vilket innebar att varje punkt pa
himlen tillhdr exakt en stjarnbild. De ljusaste stjarnorna ges Bayerdesignering, dar en grekisk
bokstav kombineras med stjarnbildens latinska namn i genitiv form. Bokstaven anger stjarnans
ungefarliga ljusstyrkerang inom stjarnbilden.

Svagare stjarnor katalogiseras i omfattande kataloger, till exempel Gaia-katalogen.
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Figur 7.3: Orions officiella IAU-mdnster och granser.

4 Djuprymdsobjekt

4.1 Kataloger

Objekt som inte ar stjarnor eller planeter katalogiseras i olika kataloger, oftast med en foérkortning
foljt av ett nummer. Dessa innehaller exempelvis nebulosor, galaxer och stjarnhopar.

Den mest kanda ar Messierkatalogen (M), med 110 ljusstarka djuprymdsobjekt. En storre
katalog ar New General Catalogue (NGC), som innehaller 7840 objekt.

4.2 J2000

J2000 ar ett ekvatoriellt koordinatsystem med deklination och rektascension. Rektascension
mats fran vardagjamningspunkten, dar ekliptikan och himmelsekvatorn korsar varandra, och ar
darfér densamma for alla observatorer.
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5 Messierobjekt
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Figur 7.4: Bild av Messierkatalogens objekt. Kalla: https://planetfacts.org/messier-catalog/

5.1 Typer av Messierobjekt

Messierobjekten kan delas in i flera olika kategorier beroende pa deras fysikaliska natur:

~ Oppna stjarnhopar - |6st bundna grup-
per av unga stjarnor (t.ex. M45).

* Globulara stjarnhopar - tatt packade,
sfariska samlingar av gamla stjarnor (t.ex.
M13).

* Spiralgalaxer - galaxer med tydlig spiral-
struktur (t.ex. M31).

* Elliptiska galaxer - mer sfariska galaxer
utan tydlig struktur (t.ex. M87).

* Oregelbundna galaxer - galaxer utan
symmetrisk form (t.ex. M82).

* Emissionnebulosor - gasmoln som lyser
genom jonisation (t.ex. M42).

* Planetariska nebulosor - expanderande
skal fran doende stjarnor (t.ex. M57).

* Supernovarester - rester fran explodera-
de stjarnor (t.ex. M1).
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5.2 Exempel pa Messierobjekt

* M1, aven kallad Krabbnebulosan, befinner sig ungefar 6500 ljusar bort, har en skenbar
magnitud pa 8.4 och ligger i Taurus. Ar 1054 observerade kinesiska astronomer en “gast-
stjdrna” pa denna plats. Det de sdg var en supernovaexplosion, som senare gav upphov till
Krabbnebulosan.

* M16, dven kallad Ornnebulosan, ligger ungefar 7000 ljusar frén jorden, har en skenbar
magnitud pa 6.0 och ligger i Serpens. M16 bestar av en emissionsnebulosa och en ung
Oppen stjarnhop.

* M31, aven kallad Andromedagalaxen, ligger ungefar 2.5 miljoner ljusar fran jorden och
har en skenbar magnitud pa 3.1. M31 ar en spiralgalax i stjdrnbilden Andromeda.

Hela samlingen av Messierobjekt gar att hitta via NASAs resurser eller natet.

$3109[00 J91SSa ‘a‘u_|_
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6 Observationsknep

6.1 Asterismer

Karlavagnen

Polaris

Asterismer ar populara, framtradande och tydli-
ga monster pad natthimlen som inte ar officiellt er-
kanda av IAU. De ar mycket anvandbara for att
orientera sig och hitta olika objekt pa himlen.

Ett klassiskt exempel ar Karlavagnen, som ar en
del av Stora Bjorn. Den kan anvandas for att hitta
Polaris genom att folja riktningen fran dess tva
bakre stjarnor.

Asterismer kan ocksa besta av stjarnor fran flera
olika stjarnbilder. Sommartriangeln ar ett sadant
exempel och bestar av de ljusaste stjarnorna i Lyra, Tangen
Aquila och Cygnus. Denna asterism gor det lattare
attidentifiera dessa stjarnbilder pd sommarhimlen,
da de ovriga stjarnorna i dem ofta ar svarare att
urskilja.

Skorpionen (fiskekroken)

Figur 7.5: Nagra asterismer visade i en stjarnkarta.

6.2 Polstjarnan

Att kunna hitta Polaris pa en stjarnkarta och pa den verkliga natthimlen ar en viktig fardighet.
Polaris hjalper dig att avgora kardinalriktningarna, alltsa vaderstrecken norr, soder, 6st och vast.
For att hitta Polaris kan du anvanda antingen Stora Bjorn (Ursa Major) eller Cassiopeia.

Om du anvander Ursa Major ar det lattast att utgd fran Karlavagnen. Dra ett tankt streck
genom de tva yttersta stjdrnorna i vagnens skal, Dubhe och Merak, och fortsatt det utat. Den
forsta ljusa stjdrnan du nar ar Polaris.

Cassiopeia kan ocksa anvandas. Stjarnbilden ser ut som ett W eller M beroende pa hur den
star pa himlen. Genom att anvanda dess form kan man uppskatta riktningen mot Polaris pa
motsatt sida om himmelspolen fran Ursa Major.

Polaris kan ocksa anvandas for att uppskatta latituden for platsen dar kartan ar gjord. For att
berakna latituden kan man anvanda formeln

p=90°x 2 (7.1)

dar ¢ ar kartans latitud i grader, d ar avstandet fran Polaris till ndrmaste kant i centimeter och
R ar radien for stjarnkartan i centimeter.

6.3 Kardinalriktningarna

Storcirkeln som gar genom Polaris och mitten av kartan kallas for den lokala meridianen.
Punkten pd horisonten som ligger ndrmast Polaris ar norr. Punkten rakt mittemot denna ar syd.
Né&r norr och syd ar bestdmda blir de andra tva kardinalriktningarna latta att hitta.
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For att hitta st och vast pad en stjarnkarta kan man forestalla sig en linje som ar vinkelrat
mot meridianen och gar genom zenit. Den del av linjen som ligger at vanster i forhallande till
norr ar ost. Den del som ligger at hoger ar vast.

Observera! Ost ligger alltsa inte till hoger och vast till vanster som pa vanliga jordkartor. Detta
beror pa att stjdrnkartor anvands nar man tittar uppat, inte nedat mot en karta éver marken.
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Figur 7.6: En stjarnkarta tagen i Hudiksvall 2026 kl. 15:30, med Polaris och meridianen markerade.

6.4 Himmelsekvatorn

Himmelsekvatorn ar projektionen av jordens ekvator pa himlen. Pa en stjarnkarta ar det den
kurva som forbinder 6st och vast. Pa de flesta kartor ar den inte en rak linje. For att rita ut
den kan man anvanda de stjarnbilder som ligger langs den. Dessa ar: Aquarius, Aquila, Canis
Minor, Cetus, Eridanus, Hydra, Leo, Monoceros, Ophiuchus, Orion, Pisces, Serpens, Sextans,
Taurus och Virgo.

6.5 Ekliptikan

Ekliptikan &r den bana pa himlen som solen féljer under aret. For att rita ut den kan man anvanda
de stjarnbilder som ligger langs med den. Dessa ar: Aries, Taurus, Gemini, Leo, Virgo, Libra,
Scorpius, Sagittarius, Capricornus, Aquarius, Pisces och Ophiuchus. Du kanske kanner igen
de tolv forsta som zodiakens stjarnbilder. Eftersom solen ocksa passerar genom Ophiuchus kallas
den ibland for det trettonde zodiaktecknet.

Notera: De namnda stjarnbilderna ar enklast att anvdnda om man associerar dem med de
manader da de ar mest framtradande pa natthimlen. Detta ger en intuitiv kansla for himlens
rotation under aret och underlattar snabb orientering vid observationer.

* Capricornus - Januari * Cancer - Juli

* Aquarius - Februari * Leo - Augusti

* Pisces - Mars * Virgo - September

* Aries - April * Libra - Oktober

* Taurus - Maj * Scorpius - November
* Gemini - Juni * Sagittarius - December
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Figur 7.7: Stjarnbilder som ligger langs ekliptikan. Om du kanner till dem blir det lattare att folja
ekliptikans bana pa himlen.

6.6 Dagjamningspunkterna

De tva punkter dar ekliptikan skar himmelsekva-
torn kallas vardagjamningspunkten respektive
héstdagjamningspunkten. Dessa punkter marke-
rar var solen passerar mellan den norra och sddra
himmelshalvan under aret.

For att lokalisera dem pa en stjarnkarta kan man
undersoka i vilka stjarnbilder de befinner sig. |dag
ligger vardagjamningspunkten i Pisces och host-
dagjamningspunkten i Virgo.

NaNwaEan

Figur 7.8: En stjarnkarta tagen i Hu-
diksvall 2026 kl. 15:30, dar eklipti-
kan, himmelsekvatorn och vardag-
jamningspunkten ar markerade.

6.7 Galaktiska ekvatorn

Den galaktiska ekvatorn ar planet som det galaktiska koordinatsystemet utgar fran. De stjarnbilder
som den passerar genom ar: Sagittarius, Serpens, Scutum, Aquila, Sagitta, Vulpecula, Cygnus,
Cepheus, Cassiopeia, Camelopardalis, Perseus, Auriga, Taurus, Gemini, Orion, Monoceros,
Canis Major, Puppis, Vela, Carina, Crux, Centaurus, Circinus, Norma, Ara, Scorpius och
Ophiuchus.

6.8 Galaktiska centret

Det galaktiska centret ar riktningen mot Vintergatans centrum. Det ligger i Sagittarius och ar det
omrade dar Vintergatan framtrader som ljusast.
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6.9 Galaktiska anticentret

Det galaktiska anticentret ar riktningen rakt bort fran Vintergatans centrum, sett fran jorden.
Denna punkt ligger i Auriga.

7 Manen

Manen ar jordens enda naturliga satellit. Dess utseende domineras av kratrar, maria, alltsa ma-
nens “hav”, och ljusare héglandsomraden. Precis som jorden har manen ocksa kardinalriktningar.

MARE FRIGORIS MARE SERENITATIS

Koldens hav Klarhetens hav
Plato (krater) MARE TRANQUILLITATIS

MARE IMBRIUM stillhetens hav
Regnens hav . MARE CRISIUM

Farornas hav

Copernicus
(krater)

OCEANUS
PROCELLARUM

Stormarnas ocean

y MARE FOECUNDITATIS

Fruktbarhetens hav

MARE HUMORUM
Vitskornas hav e MARE NECTARIS
i Nektarhavet

MARE NUBIUM MARE VAPORUM
Molnens hav Angornas hav

Tycho (krater)

Figur 7.9: En bild 6ver manens yta och namn pa olika omraden. Kalla: Wikipedia.

7.1 Manfaser

Manen syns pa natthimlen eftersom dess yta reflekterar solljus. Nar manen ror sig runt jorden,
samtidigt som jorden ror sig runt solen, férandras den del av manen som ar upplyst sedd fran
jorden. Det ar detta som ger upphov till manens olika faser.

Det finns atta huvudfaser: nymane, tilltagande manskara, forsta kvarteret, tilltagande
gibbus, fullmane, avtagande gibbus, sista kvarteret och avtagande manskara. De faser da
den upplysta delen vaxer kallas tilltagande, och de faser dd den minskar kallas avtagande. Tiden
frdn en nymane till nasta ar ungefar 29.5 dagar.

Har féljer en kort beskrivning av varje fas:

1. Nymane, dag 0. Manen befinner sig ungefar i samma riktning som solen och ar darfor i
praktiken osynlig. Manen ligger mellan jorden och solen. Man sager att solen och manen ar
i konjunktion.

2. Tilltagande manskara, dag 3-4. En tunn skara blir synlig pd manens vastra sida. Manen
har rort sig osterut fran solen.



107

7.2

KAPITEL 7. NATTHIMMEL

. Forsta kvarteret, dag 7. Halva manens synliga skiva ar upplyst. Fran norra halvklotet ar

det den hogra halvan som ar ljus. Manen ar ungefar 90 grader 6ster om solen.

. Tilltagande gibbus, dag 10-11. Mer an halva manskivan ar upplyst. Manen ar synlig stérre

delen av kvallen och natten.

. Fullmane, dag 14. Hela manens synliga skiva ar upplyst. Manen ligger ungefar mitt emot

solen pa himlen. Solen och manen &r da i opposition.

. Avtagande gibbus, dag 18-19. Mer &n halva manen ar fortfarande upplyst, men den ljusa

delen minskar natt for natt.

. Sista kvarteret, dag 21. Halva manens synliga skiva ar upplyst igen, men nu ar det den

vanstra halvan som ar ljus fradn norra halvklotet sett. Manen ar ungefar 90 grader vaster om
solen.

. Avtagande manskara, dag 25-26. Endast en tunn skara aterstar. Den ses bast strax fore

soluppgangen i oster.

2 K 4 5 6 7 8

Figur 7.10: Bild 6ver manens olika faser. Kalla: Wikipedia.

Formorkelser

Om manen ligger mellan solen och jorden vid nymane, och bakom jorden vid fullmane, kan man
fraga sig varfor det inte sker en formorkelse varje manad. Forklaringen ar att manens bana inte
ligger exakt i samma plan som jordens bana runt solen. Istallet lutar manbanan med ungefar
fem grader.

Detta gor att manen oftast passerar lite ovanfor eller lite under den linje dér en sol- eller
manformorkelse skulle kunna ske. For att en formorkelse ska intraffa maste nymanen eller
fullmanen ske nara en av de tva punkter dar manens bana skar ekliptikan. Dessa punkter kallas
mannoder. Nar solen befinner sig ndra en mannod uppstar en period da férmorkelser ar mojliga,
en sa kallad formorkelsesasong.
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8 Vinkelavstand

Vinkelavstand beskriver hur 1angt ifran tva objekt ligger pa himlen, matt i grader. Det ar ett centralt
verktyg vid observationer for att uppskatta positioner och avstand mellan stjarnor, planeter och

andra objekt.
Det finns flera metoder for att bestamma vinkelavstand, med olika noggrannhet och anvand-

ningsomraden:

1. Med handen (fingermetoden). Genom att halla upp handen pa armlangds avstand kan
man uppskatta vinklar pa himlen. Till exempel motsvarar en knytnave ungefar 10° och
ett lillfinger ungefar 1°. Metoden ar snabb och praktisk men relativt grov och beror pa
observatodren.

Figur 7.11: Exempel pa uppskattning av vinkelavstand med handen. Kalla: https://lovethenight-
sky.com/how-to-measure-angles-in-the-sky/

2. Med linjal pa stjarnkarta. Om en stjarnkarta har en kand skala kan man mata avstandet
mellan tva objekt med en linjal och omvandla detta till grader. Metoden ger battre nog-
grannhet an fingermetoden, men kraver en korrekt skala och fungerar endast pa kartor,
inte direkt pa himlen.

3. Med sfarisk trigonometri. Med hjalp av koordinater, till exempel rektascension och dekli-
nation, kan vinkelavstand berdknas exakt med formler fran sfarisk trigonometri. Detta ar
den mest exakta metoden, men ocksa den mest matematiskt kravande och anvands framst
vid mer avancerade berakningar.

9 Resurser

9.1 Stellarium eller Open Space

Stellarium ar bade en hemsida och en app som later dig studera natthimlen fran en specifik
plats i ett format som liknar en klassisk stjarnkarta. Open Space ar mjukvaran som anvands av
Visualiseringscenter och erbjuder samma funktioner som Stellarium, men med betydligt fler
avancerade visualiseringar och méjligheter.

For att verkligen lara dig natthimlen kravs aktiv traning och manga timmar av utforsk-
ning i dessa verktyg.
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Ovning:
x Oppna Stellarium och stéll in korrekt tid och plats.
* Studera den Overgripande placeringen av stjarnbilderna.

Rotera vyn och observera hur himlen férandras fran olika perspektiv.

*

Titta bort fran skarmen och forsék aterskapa himlen ur minnet.

*

* Rita en enkel stjarnkarta eller namnge de stjarnbilder du kanner igen.

Kontrollera dina svar i Stellarium och repetera det du inte kunde.

*

9.2 The Sky Live

Har kan du skapa egna stjarnkartor att trana pa:
https://theskylive.com/personalized-star-map

9.3 Sky Academy

Sky Academy ar en mobilapp som lampar sig val for att trana och testa sina kunskaper om
stjarnbilder.

Den ar sarskilt anvandbar under kortare stunder nar du inte aktivt studerar, till exempel
under bussresor eller vantetider. Regelbunden repetition i sma doser kan ge en mycket stark
inlarningseffekt dver tid.
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10 Uppgifter

Los foéljande uppgifter med hjalp av en stjarnkarta, exempelvis den som visas nedan:
7.1 Bestam latituden for kartan.
7.2 Rita ut Karlavagnen pa din stjarnkarta.
7.3 Markera ut Polaris och mark den P.
7.4 Rita ut kardinalriktningarna pa kartan.
7.5 Rita ut den lokala meridianen och méark den M pa din stjarnkarta.
7.6 Rita ut de stjarnbilder som ligger langs himmelsekvatorn och rita sedan ut ekvatorn.
7.7 Rita ut de stjarnbilder som ligger langs ekliptikan.
7.8 Rita ut alla stjarnbilder du kan identifiera pa kartan och namnge dem.
7.9 Namnge de stjarnor du kan.

7.10 Rita ut den cirkumpolara cirkeln.

Figur 7.12: En ol6st stjarnkarta fran Ubon Ratchathani, Thailand.
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Facit till uppgifter

1.8 k+ f =670ch2k+4f = 176.Dafas f = 21
och k = 46. Alltsa 46 kycklingar och 21 far.
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1 Matematik 19 (@ BD=c-6=9,DC=c+6=21och
AB = 15. | den rata triangeln ABD
16 — 2y2 blir AD = V152 —92 = /144 = 12.
11 x= 3 Sedan'arth—@—E—éallt
M= pcT a7
1.2 2x° — xl2 I 1 1 2 saf = arctan<4) =~ 29,74° ~ 0,52
S A T T R 7
y 1 1 rad.
2—*:>_*5:3y+2:>x:5 2 i
2 X 3y +2 (b) BC = 9421 = 30, s& arean blir
BC-AD -12
x5 1 6 1 1 A= C2 = 302 = 180 cm?.
1.10 (a) Tre bitar a 8 m ger en liksidig tri-
1.4 1_2 421 = 62 = 1 _4 _ 41 = angel med sida 8 m. Arean blir A =
27  7x2 27  x? V3 o )
x? < 0. Ingen |ésning. 5 &= 16v/3 ~ 27,71 m?,
1.5 Halva skolan ar 60 elever. D3 behévs totalt (b) Fyra bitar a 6 m ger en kvadrat med
2 4 40 = 42 flaskor. Volymen blir 42 - 25 = area 62 — 36 m2.
1050 ml = 1,05 L.
, B (c) Med oandligt sma bitar ger en cirkel
16 (a) Ar 20..23 fick 0.2 - 21(.) e 42 elever storst area. Omkretsen ar 24 m, allt-
godkant. Ar 2033 blir da elevanta- . 12 )
let 42/0,7 = 60. Skolan forlorade Sar = — och A = nir® = - 7
210 — 60 = 150 elever. 45,84 m2,
(b) Minskningen ar 150 elever Pal04dr, 441 (a) Omkretsen ar 27 — 287 AU ~ 87,96
alltsa 15 elever per ar. Fran 60 ele- AU.
ver tar det 60/15 = 4 ar till. Alltsa ar
2037. (b) Efter ett kvarts varv har planeten far-
1
(c) Om samma linjara modell galler bak- dats 1 28 =71 AU ~ 21,99 AU.
at: 210 412 - 15 = 390 elever ar 2011.
12 6
1.7 F=mg=2-982=1964NochM=F-L. (Qs=rf=6=7, =-rad~086rad
s - ~ 49,11°.
DablirL = 964"~ 0,41 m.
112 (a) Mars:1,5-12 =18 cm

(b) Jupiter:5,2-12 = 62,4 cm
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1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

5,2
1,5

(c) ~ 3,47

(d) Storsta avstandet blir12+19,2-12 =
2424 cm

(@) 300000 - 3 = 900000 km
(b) 150000/300000 =0,5s

(c) 42 min = 2520 s, alltsd 300000 -
2520 = 756 000000 km
1
(@ d= 05 =2pc
(b) d = L =5pc
02 °F

(c) Om parallaxen halveras sa férdubb-
las avstandet.

(a) Intensiteten blir 4 ganger mindre.

(b) Intensiteten blir 9 gdnger mindre.
(c) Ager }L av intensiteten fran B.

(d) Avstandet maste delas med 3.

(a) Enligt figuren ar BC ~ 120 km.

696969
120
(c) Nya hojden over B blir 696969 +

1028210 = 1725179 km. D& ma-

ter C avstandet v/17251792 + 1202 =
1725179,00417 km.

(b) tana = = a ~ 89,99°.

(@) x=6

(b) x=-3

(€) x = 21232 =~ 5113,16

(d) x=2

(e) 22x? =1g(2018) = x ~ £0,39
(f) x = 8,00 eller x =~ 66,12

(@) my —my = —2,5log(10) = —2,5
(b) my —my = —2,5log(100) = —5

(c) 5 = *2,510g(12/11) = 12/11 = 0,01.
Stjarna 2 ar alltsa 100 ganger svaga-
re.

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25
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(a) 3log,(x) +2log,(y)

(b) log,(5) +log,(x) —log,(y)
(c) 0,251og,(x)

2
(d) log(xzy>

o os(2)

(@) N(1) =200-1,5 = 300
(b) N(3) =200-1,5% = 675
(c) Faktorn ar 1,5* = 5,0625

(d) 200 ar startvardet och 1,5 ar tillvaxt-
faktorn per timme.

(@ m(1) =80-075=60g
(b) m(2) =80-0,752 =45 g

(c) Massan minskar med 25% per tim-

me.
(@) v = 30°
(b) v = 270°

(€) sin(180° — v) = sinv

(d) cos(—v) = cosv

b 6
@ G = simaos — P 6V2REA
(b) C = 180° — 30° — 45° = 105°
() I 6 = ¢ =
sin105° sin30° o

12sin105° ~ 11,59

(@) Nej, F ar inte linjar mot r.

(b) Sattu = rlz
(c) D& blir F = 20u.

(d) Lutningen ar 20.

(a) Ja, punkterna ligger pa en rat linje.
(b) y=2x+1

(c) k = 2 betyder att y 6kar med 2 nar x
Okar med 1.

(d) m =1 arvardet da x = 0.
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2 Astronomi

2.1 (a) 0,5° =0,5 x 3600” = 1800”
(b) se figur 2.1
(c) r, eller d som det star i vissa formler,
ar avstandet till stjgrnan i fraga, vil-
ket mats i parsec och p ar stjarnans
parallax, som mats i bagsekunder.
(d) 4,0 pc
(e) 13,4 ljusar
22 (a) 1,3 pc
(b) 24 km/s
(c) 28,6 km/s
2.3 5.2 pc
2.4 (a) Luminositet ar den totala energin

per sekund som en stjadrna sander ut,
vilket mats i Watt. Flux &r den ener-
gi per sekund och area som nar ob-
servatéren, vilket méats i W/m? och
ar alltsd omvant proportionellt mot
observatdrens avstand till stjdrnan i
kvadrat. Absolut magnitud ar ett satt
att beskriva ljusstyrka med en loga-
ritmisk skala, och mats alltid pa av-
standet 10 pc, vilket gor att den ab-
soluta magnituden beror direkt av
luminositeten.

(b) Apparenta magnituden ar ett matt
pa stjarnans uppfattade ljusstyrka,
vilket beror pa avstandet mellan ob-
servatoren och stjarnan. Det ar med
andra ord en logaritmisk skala av
flux. Absolut magnitud mater ljus-
styrkan pa avstandet 10 pc, och ar
darmed oberoende av avstandet till
stjarnan, vilket gor det till ett logarit-
miskt matt av luminositeten.

2.5 2,6 x 107 8Wm—2

2.6 (a) Rigel, g Ori med apparent magnitud
0,12 ar starkare an Betelgeuse, « Ori

med apparent magnitud 0,50.
(b) my —mg=0,50—0,12 = 0,38
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(c) % ~ 0.70

2.7 340W /m?
2.8 4,03 mag
2.9 0,84
210 @ov = oM = 3 x10% x

486,111—486,133 _
Wm/s = 13,6km/s

(b) vaglangden forkortas alltsa blafor-
skjutning, stjarnan ror sig darfér mot
0SS

211
212
213
2.14

2,1°
620 412 km
-4.7 mag

L=37x103WM=-77m=-23,u=
545, Fjta = 3,5 x 10'Wm™2, F;, = 2,0 x
107"Wm™2, Amax = 103nm

2.15 Andromeda galaxen ar inte ett punktob-
jekt utan utspritt pa en storre vinkelarea
pa himlen. Detta innebar att vara égon in-
te kommer att se allt koncentrerat. Abso-
lut magnitud gar att anvanda matematiskt

men ar enbart fysikaliskt for punktobjekt.
2.16
2.17

Radien 6kar med ca 32%

_ _299792458ms”!
218 A = J% = Wm”gz = 0,1903m

Eftersom vaglangden ar langre och fre-
kvensen lagre an synligt ljus ( = 400nm —
700nm) ar energin lagre.

2.18 10 kpc
2 L _ AR} _
219 (a) Da L « FA ger detta 11 = LR =
2
100 % (1)? = 10 = 2.5 Den mindre

stjdrnan ar alltsa 2,5 ganger ljusstar-
kare an den storre.

(b) Enligt Stefan-Boltzmanns lag ar flux-
en proportionell mot temperaturen
i kvadrat (F « T#) Alltsa &r L o< T*R?

; L _ TR} _ 574 (1\2 o
vilket ger 11 = TER% =(2)x ()~
0,52

2.20 Anvand avstandsmodulen for att bry-
ta ut avstandet till galaxen m — M =

Slog i <= d = 10pc x 105" =

7,5—(—215)
10pc x 10~ 5 = 6,5Mpc
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2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

2.26
2.27

63 000 km/s. Ja, Milles far kora hur mycket
han vill.

Radialhastigheten kan fas givet doppler-
skift, och da forskjutningen ar liten kan

den icke-relativistiska formeln anvandas:
v, = Blc — S6DU-636251 , 998 105 —

—108,27km/s.

For att berdkna den tangentiella hastig-
heten berdknas avstandet till stjdrnan ge-
nom parallax enligt d = ;2= = 1,81pc.
Detta ger en tangentiell hastighet pa

v = du = s x 1,81 x 3,086 x 1013 x
Den totala hastigheten fas genom Pytha-
goras sats:

v = +/(108,27)2 + (88,55)2 = 139,87kt /s

Avstandet till Andromeda bestams med
hjalp av avstandsmodulen till 733 kpc. Ge-
nom att rita en triangel och tillampa va-
ra trigonometriska funktioner far vi da
’fanio = %{fpc <— D = 2tan1,5° x
733kpc = 40kpc.

T = 7x10°K,L = 10Ls = 3,826 x
10¥W =, R = 2R, ~ 1310000km

Vi satter in den maximala vaglangden i
Wiens forskjutningslag enligt AT =
2,898mmK < T = 288mmk — 15000K
Eftersom vi vet att stjarnan ligger pa hu-
vudserien kan vi se att stjarnan borde ha
en luminositet pa ca 100L.,.Eftersom flux
avtar med kvadraten av avstandet inne-
bar detta att planeten maste var 10 gang-
er langre fran sin stjarna an jorden ar till
solen, alltsa 10 AU.

0,456 pc fran solen.

(@) Avstandet till systemet ges avd =
0’31@ = 2,86pc. Vi anvander av-
standsmodulen for att berakna den
absoluta magnituden av Sirius A
till Mg = —Slogyg +ma =
1,25mag. Vi bor aven ta hansyn till
den bolometriska korrektionen vil-
ket get Mypy = 125-04 =
1,85mag. P& samma satt kan vi be-
stdmma Sirius B absoluta magnitud
till Mp o = 10,82.

2.28

2.29

2.30
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Deras respektive luminositeter be-
raknas utifran % = —25log % vil-
ket da ger L, = 1,37 x 10%W samt
Lp = 1,41 x 10%#W.

For att hitta stjarnornas radier an-
vands Stefan-Boltzmanns lag L =
47tR?>c T, genom att I6sa for radien
ger detta R4, = 1,39 x 10m samt
Rp = 2,25 x 10°m

Genom att omvandla vinkeln for
stjdarnornas separation till radianer,
sveses. = 3,39 x 10~%rad, kan vi rita
upp en trigonometrisk situation dar
vi gor approximationen tan6 ~ 6 da
6 ar mycket litet. Detta ger att syste-
mets separation,

s=4d6 =339%x107° x2.86 =9,71 x
10~%pc ~ 3,00 x 102m.

(b)

(@) A ror sig bara i x-led i figuren 0,5"
mellan extremvardena. Det ger en
arlig parallax p = 0,25”, enligt pa-
rallaxformeln blir da avstandet till A

_1_ 1 _
d—g—m—&Opc.

(b) Eftersom A ror sig fram och tillbaka
langs x-axeln i figuren ar det den rikt-
ningen som parallaxen syns. B ror sig
0,1" férsta halvaret och ater lika myc-
ket andra och har alltsa arlig parallax

" 1
0,05".d = 005 = 20pc

(c) Eftersom B dterkommer till sitt lage i
x-led efter ett ar har den ingen egen-
rérelse i den riktningen men val i y-
led 0,25" mellan 2.7a och 2.7c. Alltsa

aru =0,25"/yr.

(d) P& avstandet 20 pc betyder det
tangentialhastigheten vy = 4,74ud =

4,74 x 0,25 x 20 = 24km /s.
(a) 1,896 x 10°M, = 3,771 x 10%kg
(b) 0,689 pc
(@) Amax = 57,96pm

(b) Genom att anvands Stefan-
Boltzmanns lag och skriva om i for-
hallande till solen far vi Ry, =

4

R Liyst T@ Vlk t R —
O\ 1o T - ket ger Rgyse =

dust
120,4pc.
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(©) dyger g 0,01 ><2,79098><105 _
42,83 Mpc.
§ = Raustyag — 0,580
dust
231 (a) 30 pc
(b) 0,1L¢
(c) 3500 K, det &r en huvudseriestjarna,
rod dvarg.
(d) M =05Mg, R=07Rg
(e) 83 km/s
3 Koordinatsystem
Ovningar - 1
3.1 (a) ¢ = 62°. (b) § = +40°. (c) Ja, eftersom

3.2

3.3

34

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Bmin = 12° > 0 (cirkumpolar).
Storcirkelsavstandet ar 8 ~ 9,01°, alltsa
d = RO ~ 6371 km - 0,1572 ~ 1,00 - 10> km.
Storcirkelsavstandet ar 6 ~ 143,91°, alltsa
d ~ 6371 km - 2,5119 ~ 1,60 - 10* km.

5 — 74° + (—6°)
74° — (—6°)

= +34° och ¢ = 90° —

= 50°. Alltsa ungefar latitud

50° (pa norra halvklotet om vi anvander
norra himmelspolen som P).

(a) Cirkumpolar < hypin > 0 < ¢+ 06 —
90° > 0 < § > 90° — ¢. (b) Geometriskt:
objektets poldistans ar 90° — §; om den ar
mindre an polens hojd ¢ ligger hela diur-
nalbanan dver horisonten.

(a) Om stjarnan kulminerar i zenit géller
5 = ¢ (pa norra halvklotet). (b) hpin =
(P+5—90° :24)_900.

hmax = 90° + ¢ — ¢ (fallet da objektet kul-
minerar norr om zenit).

Om 65 ~ +10° under varen ar det unge-
far N = 26 dagar efter vardagjamningen,
alltsa kring 15-16 april.

Den 1 maj fas ungefar A ~ 41,4° och dar-
med J, ~ arcsin(sin23,44° - sin41,4°)
+15,3°.

~

~
~

~

3.10

3.1
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Nmax = arctan(L}B) ~ 28,65°, hmin =
arctan<9199) ~ 572°. Alltsa ¢ =
90° — M ~ 785° och § =
hmax+hmin ~ +17’20.

2
hmax = arctan(l}w) = 30°% hmin =
arctan(aélﬁ) ~ 10°. Alltsd ¢ = 90° —

°_10° ° 4 10°

10T gge och g = I - O
+20°.

Ovningar - 2

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

PZX-triangeln har hérn P (norra himmels-
polen), Z (zenit), X (objektet). Sidor: PZ =
90° — ¢, PX = 90° -4, ZX = 90° —a.
Vinklar: vid P ar H (timvinkel), vid Z ar A
(azimut), vid X ar den parallaktiska vinkeln

q.

sina = sin¢gsiné + cos¢cosdcos H ger
a ~ 21,1° (Betelgeuse star ca 21° dver ho-
risonten).

Vid uppgang ar a = 0° sa cosH
—tan¢tané = cos H =~ 0,4366. Alltsd H ~
64,1°. Vid uppgang i 6st: H ~ —64,1° (al-
ternativt 295,9°).

. N . sind
Vid uppgang (h = 0) fas cos A = cosg’
Med ¢ = 45°, 6 = 39° blir A ~ 27,1°

(azimut matt 6sterut fran nord: ungefar
N 27° E).

| Paris pa vardagjamningen ar 6 = 0°
och vid lokal middag b = 90° — ¢ = 42°.

Skugglangden for 1 m pinne: I = coth =

—— ~ 1,11 m.
tan 42° ALm

| Madrid pa vardagjamningen: ¢ = 40°,
6 = 0°. KI. 15:00 (soltid) ger H = 45°.

sina = cos¢cosH ger a ~ 32,8°. Arias
1,8

k = —"—=~279m.

skugga: ! tan 32,8° 79 m

Resultaten (med standardgeometri mel-

lan ekliptik och ekvator) ar: sindg
sine sin Ag och tanag = cose tan Ag.
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4 Optik

4.1 Stjarnljus kan behandlas som parallellt ef-
tersom stjarnor ligger extremt langt bort
jamfort med teleskopets storlek. Stralar-
na traffar darfor objektivet med praktiskt
taget samma riktning.

4.2 Bilden blir upp och ner eftersom objekti-

vet (en samlingslins) bildar en verklig in-
verterad mellanbild i fokus. Okularet for-
storar bara denna redan inverterade bild.

4.3 Det ar battre att 6ka diametern. Enligt

Rayleighkriteriet @ ~ 1,22A /D forbattras
upplésningen nar D 6kar. Forstoring ska-
par inte ny detalj.

4.4 Okularkarusellen: Forstoringen M =

fobj/ fok-
Mys =48, Mg =120, Mg = 200.
Storst forstoring fas med 6 mm: 200 x.
4.5 Synféltsspelet:

AFOV
TFOV ~ ———.
M

(@) fok =25mm: TFOV ~ 1,08°.
(b) fok = 10mm: TFOV =~ 0,433°.

(c) Synfaltet minskar nar férstoringen
Okar.

4.6 Rayleigh-duellen: ® = 1,22A/D.
(@) D =60mm: ® ~ 1,12 - 10~ rad.
(b) D =120mm: ® ~ 5,59 - 10~® rad.
(c) Nar D fordubblas halveras ®.
4.7 Vinkelupplésning: 2,0”.
(@) 2,0” =556-107*°.
(b) 2,0” = 9,70 - 10 ®rad.
(c) Med D =0,10m:
A~80-107"m

(ca 800 nm).
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4.8 Hur stor 6ppning behdvs?

1222

D
C)

med A = 550nm och © = 1" ger

D ~0,14m.

4.9 Light up those pixels:

2002
=) =625
(m) 625

Det storre teleskopet samlar in 6,25 gang-

er mer ljus.
4.10 Stjdrnan narmare an solen:
111
f b

med a = 5,0m och f = 0,20m ger
b~ 0,208 m.
Eftersom a > f ligger bilden nara fokal-

planet.

AO Sr Finaluppgifter

4.11 (3.4) a)
D = 4,2458 -10° m = 0,284 AU.
b)
t=252-10" s =8,00-10° ar.
4.12 (3.5) Teleskopets uppldsning ar battre an

flackens vinkelstorlek. Den gar att se med
teleskopet.
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5 Banmekanik 6.4 597 kpc

6.5 133 pc
5.1 7,48 -108 km

5.2 a) 77k 4 6.6 Den var inte typ 1a.
. vx7,7km-s

b) T ~ 92 min 6.7 6,9 Mpc

) T? 13
6.8 1650 Lo.
5.3 ¢~ 00,0167 5
69 t~ M7
54 F~24-107'N
6.10 4 .10* kg
5.5 Skillnaden mellan de tva formlerna, ar att
ett utav dem T2 = % galler endast for 6.11 a.B, A, C fran yngst till aldst. b. 70 miljoner

en massa som kretsar kring ett fixerat ob- ar
jekt. Med andra ord om en kropp ar betyd-
ligt mer massivt an det andra. Exempelvis 7 Natthimmel

med solen och jorden: My, > Mg, sa kan

vi skriva ~ T = TMg - Men nar vi har 7.1 15 grader

tva kroppar som ar narmare i massa, acce-
lererar de bdda mot varandra och da kan
vi inte férsumma en av massorna. Darfor
maste vi rékna med bada massorna i kraft
ekvationen, innan hastighetsformeln.

5.6 F=34-10"°N

5.7 a) 2,5 dygn
b)e ~ 0,22

5.8 ¢~332-10°m-s2
5.9 Mg~ 3,5-10°M,

5.10 a) 10,190 AU
b) R, ~ 6,28 - 10° m
Q) p~363g/cm’
d) gp =~ 637 m/s?

511 a)75-108 m&e =106
b) 74,8 dygn

5.12 248 ar
5.13 0,462 ms

6 Astrofysik

6.1 a) Huvudserie (R6d dvarg), b) Vit dvarg, c)
RAd superjatte, d) Huvudserie.

6.2 Den starkares radie ar ca 5 ganger storre.

6.3 Stjarnan blir ca 120 ganger ljusstarkare.
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